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ESPACES [1,"(©)]" ET COERCIVITE DES FORMES
SESQUILINEAIRES ELLIPTIQUES DANS EUX

Vu Van Khuong
Ecole Supérieure de transports et de communication de Ha noi

Abstract. Le journal a donn les dfinitions de espaces de sobolev et leurs proprits.
Spciallement. le journal a tudi les espaces de sobolev de la forme [Wg“(ﬂ)]"’, u s-entier
et non-entier. En suite, le journal a tudi la coercivit des formes sesquilinaires dans le

demi-espace "dform”.

1. Introduction
On considére M? opérateurs diférientiels elliptiques de la forme

A= 3" (-1)"D(aID), rq=T M (1.1)

lilliisk

) o G o v (K M
on coordonne & l'opérateur A = (A™),  une forme sesquilinéaire, définie sur [H/Q‘“(Q)] x

Sk M
W@
M
Awuwy= [ Y 3 aiD'v'Diutds. (1.2)

@ ra=tlillisk

Soit V' un sous-espace fermé de [Wé“(ﬂ)] M. On étudie le probléme de la coercivité de la
forme (1.1) pour l'espace V: on cherche A > 0 de sorte que

|A(v,v)| > clvf? s = Aclvlip M, YW E Ve >0 (1.3)

Wi (@)
L'inégalité (1.3) est une condition suffisante pour que les problémes aux limites soient
résolubles. L'etude des conditions algébriques entrainantes (1.2) a été faite par plusieurs
auteurs (cf. Garding (8], L. C. Evans {3]. N. Aronszajn [2],...). La solution du probléme
aux limites & conditions aux limites homogene se trouve dans I'espace mentioné V.
Pour étudier le probleme sur la régularité de la solution ou le probleme aux limites
“sans supposer l'intégrale de Dirichlet finite” on peut introduire la notion de la coercivité
d'une forme sesquilinéaire, soit B(u, v), sur Hy x Hy, Hy, Hy étant deux espaces de Hilbert,
en exigeant
(@) sup |B(v.u)| > arfuln, (b) sup [B(v,u)| 2 cofvfm, (1.4)

lvin, <1 lulny <1

(k—-8) (k+0) A
Dans cet article, on étudiera le probleme (1.4) pour H; = [\XI 2 (Q)] M. Hy = [\X’ 2 (Q)] M

1
avec |0] < 3
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On démontre au travail présente la validité de (1.4) pour

M M
B(v,u) =/ Z z ﬁD‘erlu‘ldz +A/21"sz.
Q gy

rq=1il,|j|<k

) 1 ck Fiscs
ou les coefficients a,'J' sont constants, A > 0, 6] < 3 et assez petit I'opérateur A forte-

: 2 2 1 .
ment elliptique, si a:]q sont réels on a le résultat pour tous 0] < 3 Puis, sous les hy-

N S P . . (k+8) M
pothéses mentionnées, on déduit de (1.4) que A + A un isomorphizm de [\X/ 2 (Q)]

sur (1% 37" @)™)" Con([ 3" (@)™) est e dual au [ 3" ()],

2. Les espces [Wém)(!))]M.
Comme I'habitude, on a, pour k > 0, entier:

M 1
[l ayper = D (_/ > LD’“rly‘“) ¢
=1

f li<k
M
(v'u)[W;“"(ﬂ)i” = Z/ Z Dv"Diurdz
=1y i<k
M

on tire de I'égalité de Parceval pour v,u € [Wz("')(EN)]

M LN [ o= '
(”'")IW}"’(EN)]M = Z (57—() /wur z €2ide,
r=1

By lil<k

olt £ = €}'€5? ... €}. On a évidemmént pour k entier

M
5 i
alolpgogyp < 2 ([ 1+ 167)4)" < calolypgn gy
=1 By

Soit maintenant m > 0.
[Wz("')(EN)] M [Lg(EN)}A" de sorte que

M
2 2ym .\ 4
[ ——— =Z(/]v| (1+167)"dg) " < +oc
=1 g,
on obtient ainsi un espace de Hilbert & produit scalaire:

M
(0 )y = Z / U1+ [6) " de.

r=lg,

(22)



Espaces [W{™(Q)]M et coercivit des formes... 35

Soit maintenant m < 0. On désigne par [ A EN ] le dual du [Wz(*m)(EN)] M Soit
Q C Ex, 0 <m < 1. On désigne par [W.‘S"') ﬂ)] l'espace des restrictions sur Q des
vectorielles fonctions de ‘W('"](E gl - M

On désigne par [W ("')(Q 1Mic [W,(["'D(Q)]M le sous-espace pour lequel D'u €
{H'.I("‘ mh(q )] M il = [m]. On a alors:
M )
[l gy = Z (I“ i[u‘*""(n)}ﬂ' + ) D ’1W‘ g "‘(sz),“) : (23)
= Jil=[m)

Soit 0 < m < 1. On introduit I'espace [.Wz("')(ﬂ)]M des vectorielles fonctions de [L-Z(Q)]M

pour lesquelles
| =S (Wi + [ [ WF 3 2.4
u‘[w,i""(n)]"' = Z ULy (Ex) _TV‘HT o0 (2.4)
Si'm > 0, non entier, u € [ut§"’>(9)]’” si Drwe [wim @), il = (m).

i
luly s qopsr = (Wl qopae + D 1D Uyt ) (255)

il=(m]
[.We™(EN)M, 0 < m < 1, l'espace des vectorielles fonctions de [Lz(EN)]M. pour
lesquelles

M
T2
[l sgm gy = ) ('" [fLaEwypet
1

+Z / / [ (@, Ty, T F G Bigr, . Tn) = W (@) itd. )% < oo

fi+2m
=1y gy (2.6)

Si m > 0, non entier,
M 5 3
2 .
tu[(_ Wi (BN = Z (lur'[W,""'”(Ew)}"’ + Z |D’u"‘{”W;Wh.m(mw) <400 (2.7)
=1 lil={m}

on dimontre, saus difficulté, en utilisant la transformation de Fourier au cas de Q = Ey,
I'équivalence des normes | 1[W2m;(5_\')]“, et | |[..W,‘""(E~)]"" d’on, il s’ensuit 1'équivalence
des normes | |, | |...

Résumons:
Lemme 2.1. Soit Q = Ey. Alors les normes (2.2), (2.5), (2.7) sont équivalentes.

Soit = E}, le demi-espace zy > 0. on obtient:
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Lemme 2.2. Soit Q = EJ;. Alors les normes (2.2), (2.5), (2.7) sont équivalentes.

1
Lemme 2.3. Soit @ = E}, 0<m < 7 Soit P le prolongement par zéro des vectorielles
fonctions de (W™ (E5)]M sur Ex.
Alors, P est une application linéaire et continue de [W3™ (E},)]* dans W™ (Ex )M

(m)
etona [W, (B3] = (Wi (EHM
1
Lemme 2.4. Soit Q = Ey,, 3 < m < 1. Soit P le prolongement par zéro des vectorielles

(m)
fonctions de [\?/ 2 (E,t,)]“ sur Ey.
G e gE g . W (m) by M = ryar(m) M
Alors, P est une application linéaire et continue de [W , (E})]" dans [W3™ (En)]".
On considére maintenant le cas du demi-espace “déformé” et les normes (2.3), (2.5).

Lemme 2.5. Soit a(z’) une fonction Lipschitzienne. définie dans Ey . nulle au voisinage
de l'infini.
Soit @ = E{z|x = (2,zx),zn > a(z’)}. Alors. les normes (2.3), (2.5) équivalent.
Lemme 2.6. Soit Q du lemme précédent. Alors le lemme 2.3 a lieu.
Lemme 2.7. Soit  du lemme précédent. Alors le lemme 2.4 reste en vigueur.
Lemme 2.8. Soit 0 < m < n. Alors & chaque € > 0 on peut coodonner A(¢) > 0 de sorte
que pour u € {Wz(")(EN)]M,

[l gy S el gy + MO Lamr) (2.8)
Lemme 2.9. Soit Q un domaine a frontiere Lipschitzienne. Alors les normes (2.3), (2.5)
équivalent.

Lemme 2.10. Soit  un domaine a frontiére Lipschitzienne. Alors les lemmes 2.3 et 2.4
ont lieu.
Lemme 2.11. Soit  un domaine a frontiére Lipschitzienne ou un demi-espace “déformé”.
1 i : :
Soit m > 0, m — [m] # 3 Soit P I'opérateur du prolongement par zéro des vectorielles
(m)
fonctions de [\XI 2 (ﬂ)}M sur Ey. Alors, P est une application linéaire et continue de
(m)
(W, ()" dans W™ (En)M
Lemme 2.12. Soit 0 < m < n, Q un domaine & fronti¢re Lipschitzienne. Alors [Wg(m) (Q)}“ C
Wi @) algébriq et topologi

Lemme 2.13. Sous les hypothéses du lemme 2.11, avec 0 < m < n, £ > 0 arbitrairement

(n)
petit, il existe A(€) > 0 de sorte que pour u € [\X' 2 (Q)] M

lulyggm e S ety + ANl L@ (2.9)
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Finissons la deuxieme partie de nortre article par:

Lemme 2.14. Soit  un domaine a frontiere Lipschitzienne. m > 0. Alors la restriction de
: A1 rrpe(m M
[D(Ex)]" sur @ est dense dans [W5™) ()]

3. La coecivité des formes dans le demi-espace * déformé”

Soit Q un demi-espace * déformé” Q = E{a:[r = (2',zN), TN > a(r’)}. k un entier
> 0, A un nombre. On désigne par

M M
(v, u) = Z/ > aquD’u"Dlu"d1+/\/Zv"17dz (3.1)
r=19 lilll=k f r=1
une forme sesquilinéaire dans [H'm Q)}M
ment elliptique:

X [WQ(H(Q)] M coefficients constants et forte-

M M
Re Y~ >~ alet iy ze n Pl (32)

rq=1{il.ijl=k r=1
e>0,VE= (&6 &v) € En, n = (n'\n%,...,oM), & = &l'el .60, lil =
iy Fia+ e +in.
Lemme 3.1. La forme (3.1). définie sur [D(Q)]M x [D(Q)]M, peut étre prolongée pour
o L (k-0) (*+0)
|6 < k par continuité en une forme sesquilinéaire sur [\XJ 2 () ] [\X’ ) ]

On désigne par R, une transformation de [D(EN)]M dans [LZ(EN)] , définie par:

RA© = T+ 13(6) [ [1+1e0)) " wloas (33)
K
ol I? = —1, et K la boule unité, centrée a l'origine, v(a) une fonction définie sur la surface

K de la boule, v(e) > 0, indéfiniment différentiable avec /1/(o)d.5‘ =55 08 (5,0) désigne le

K

Lemme 3.2 Soit m > 0, a+m > 0, |a] < 1. Alors la transformation R, peut étre
prolongée par continuité en une transformation linéaire et bornée de [Wz(m)(EN)]M sur
[Wg(mm’(EN)]M,

Théoréme 1. Soient 2 un demi-espace © déformé”, By(v,u) la forme (3.1) jouissant de

(3.2), (3.3).
Alors pour || < % et f assez petit, on a pour A > 2:

produit scalaire dans Ey.

ReBi(v,u) > ¢1(6)ul? +c2VA = LluliL, @ (3.4)

(Wi @y m
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pour A > 1:

ReB(v,) 2 e3(O)fulfymim g (3.5)

(k+0) (k-8)
olt u € {\i’ 2 (ﬂ)]"’. vE [\% 2 (Q)]A" v = R_p(u). R est une transformation

0) (k—0)
(Q)]M dans [\% 2 (ﬂ)]”: Si les coefficents n:]" sont

L. . 1o (k+
linéaire et continue de l« 2
réels, on a 'assertion pour tous |#] < 3
Démonstration: Nous essquissons de demonstration: on modifie I'identité de S.L. Sobolev
(cf. [8]). on a

3

ds .
o(x) = — / a(c Yo(a + to))dt.
0
en posant = + to = y. on obtient:
o~ 9ply) Ti—
— LS —lz=yl 4
olr) = / (Z dz; T-gyN ¢ +o(y).
Ex =}
x :/(ﬂ)dy. Vo€ ID(Q)]"’.
lz -yl :

pour —1 < a < +o¢ en posant

- Oply) zi-yi wly) eyl (LY
Rale) = / (Zl e e e
Ex =

Soit u € [D(Q)] M = R_gp(u). onave W'Z('")(EN) pour chaque m > 0, il s’ensuit que
(m)
vE [\XI 2 (Q)]M etona

- M oy [T R—
vy = (5) Re [ ¥ Tevlowloie s rer [ vlourloas >
N r=1nllii=k Far T=1
; . ’ 9
a) [ 30+ )+ 1) lwteas
r=1

En
par un calcul élémentaire, on obtient pour A > 2
(A 162 (1 +167)° 2 ealt +161%)" +esv/A T

pour A > 1:
k6

(A+ 1) (1 + 167)° 2 eo(1 + [€1%)

Si les coefficients a]} sont réels on obtient I'assertion du théoreme.
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