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COERCIVITE DES FORMES SESQUILINEAIRES
ELLIPTIQUES ET PROBLEME DE DIRICHLET

Vn Van Khuong
Ecole Supérieure de transports et de communication de Ha lioi

Resume. Dans cet articla on a étudiéla coercivité des formes sesquilinéaires elliptiques
o {k-{-6) o (k~~0) M
lans les espaces de Sobolev de la forme [w 2 (i) Xw 2 (™)J  (c’est une condition

suffisante pour que les problémes aux limités soient résolubles), oil il un domaine ¢ En
ifrontierelipschitzienne.En suite, on a étudiéleprobléme de Dirichlet Au = fdans

du OUgqg _ OuUq
u dv 1 "dvk~I dvk~I

o
sur fi

Introduction

Pour étudier le probleme sur la régularité de la solution ou Ié probleme aux limites
“sans supposer Tintégrale de Dirichlet finie” on peut introduire la notion de la coercivité
d une rbrme sesquilinéaire, soit B(v,u) sur H\ XHo, H1,H2 étant deux espaces de Hilbert,

en éxigeant

0) sup \B(v,u)\ > c\\u\h?2 (b) sup \B(v,u)\ > c2\v\HI Q)
M«2- 1

o 1M
Dans cet article,onétudiera le probleme (1) pourH1= [w 2 (fi)J ) H2=
[W & e\ir)]M, avec |0] < ot [w 2 O)IDIM, resp [w 2+ est radherence

de [V\I)]M (de I’'espace des vertorielles fonctions indefiniment differentialbles & support

compact dans fi) dans la topologie induite par [\le d\il)]M, resp. [Wafete)(fi)] m
Pour 12 on prendra un domaine borné a frontiere Lipschitzienne.
On considére la forme sesquilinéaire

a coefficients assez réguliers, r opérateur A est suppose uniformement elliptique on a (1)
pour |0] < assez petit, Aassez grand. On étudiera le probléme de Dirichlet dans Q a

frontiere Lipschitzienne.
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1. La coercivité des formes aux domaines a frontieres Lipschitzienes

Soit Q un domaine borné a frontiere Lipschitzienne, k un nombre entier > 0 et

r M . _ _ M,
B\(v,u) = / A~ agD ivrDiudx + A/ (1.2)
n r,q=1 \i\t\j\<k i r=1

une forme sesquilinéaire dans [WZfe)(iT)]M x [W2Zfc)(ri)]M, a coefficients mesurables, bornés
et uniformement fortement elliptique:

(672, eee £n) g En =

M M
Re 7% |2|E|2fc> (1.2)
r'9=1 M Jjl=fc r=1
ol i = (il, [2jeee — NN 2eeef N » K= +/2 + " T+ 1)
ij - nombres entrous, ij> 0, j = IV,
presque partout, 771,%2,... ,)M, des nombres complexes arbitraires. On désigne par

[Va(Eiv)] Vespace des restrictions des vectorielles fonctions de [V (Eisi)]M sur cou-
siderons sur [Dg(En)]M X [Dg(En)]M une forme sesquilinéaires:

f__dfr—,
[ Tr<iQ”"3ildx (1.3)

Lemme 1.1. Soit0< 9< E Alors la forme (1.3) peut étre prolongée par continuité

en une forme sesquilinéaire sur [wil oriyim x [wid\ii)]M si arq sont des ionctions
X-HOldériennes dans  avec X > 0.

En effet, on désigne par [C(iT)] Al I’ensemble des vectorielles fonctions continues avec
toutes leurs dérivées sur la fermeture de

Soit maintenant \O\ < ~ et les coefficients de (1.1) sont *-Hdldériennes avec X > |g]
pour

li| = fc, \j\<ksi0<6<-1etpour|i|<k,\j\:ksi —’1<6<0 (1.4)

On definit la forme (1.1) sur [wik~3\ii)]M X [w/Ze+6>)(i2)]M a Faide du lemme 1.1
en la definissant d’abord sur [Dq(En)]M x [Vq(Ew)]M.

Théoreme 1. Soit I2 un domaine a frontiere Lipschitzienne. Soit |¢] < Alorsla forme
(1.1), satisfaisant (1.2), (1.4) est sesquilinéaire sur [W2k~8\Ti)]M X [W2k+e\tl)] M- Si \9\

est assez pétit et X assez grand, la forme est coercive sur [w 2 \ii)J]Mx[W 2 \fy]M;
Si les coefficients @ij pour |z = \)\ = k sont reels, la forme (1.1) est coercive pour tous

\ 13
0] < - et X assez grand
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Demonstration (En bref). On désigne par

, M _ r M
Bz{v,u) = / a*j(z)DivrDiugdx + X / vrurdx.
IQ-] r<l=1 \i\i\j\z=k i r=1
par
r M e _ r M
B'(v,u)= [/ ~ A @jDivrDiugdx + X / y” vrurdx.
i r,g=INiNj\=«k Y

Considérons alors le cas du |6 / 0. Soit u G [D(fi)]A on definit Q(*) =
we [ZMEW)]A/ en posant £(E) = £(£)/.(1 + |E]2)6. On a évidemment w ¢ [VIrT ~ ) T A
pour m > 0. pour 2Gi1, A> 2

Re / aY-(z)DlwrDlurdx + ReA / y”™ wrurdx >
Ea, rg&=1 |i|.|]j|=* en r=1

> CIM [.H /*fe+ti> ()]« + CIVA - 1]«*X,2(I1)]M

ou G ne depends pas de z. On a

W\i.wik-e) QM - @ \u\[.wik+o)(JM*

Désignons le demi-espace par Qr. (Definition de iir on peut voire dans [8]). D’apres le
0o (k-\-9) 1y1
théorérne 1 de [9], il existe des transformations linéaires et continues de [w 2  far)]

w = Qr{u),

wrurdx >

[.w"oXQ}

on a alors rassertion du théoreme pour A assez grand.

2. Probléme de Dirichlet.

On considére dans ii (un domaine a frontiere Lipschitzienne) la forme (1.1), jouissant
de (1.2) et (1.4). Soient pour \O\ < i, uo e [wik+e){n)]M, f € [wie~k)(U)]M. On dit
L

(Tune vectorielle fonction de rwafc+¥’(f2)] , soit u, qu’elle résout le probléme de Dirichlet:
Au =1 dans ( ou A est I'operateur:

Ars = (~1)M&(<!%&), r,q=Tld-, (2.1)
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- du d7uo dk_lu dk 1o
gy T G ravkd T dvkel

derivée dans la direction de la normale extérieure), si pour chaque € G

/o ] ) -1 -
sur il au sens generalise %E/ designant la

A(tp,u) ((<>) = £(Tp)) (2.2)
U-Uo € [W 2fete)(Q)]M. (2.3)
N : 0 5") =
pour simplifier, on supposera dans cette partie que la forme A{y,u) est [W -
elliptique, a savoir:
Q)
Vu € [w 2 (rt)]M => |[A(WV)| > c H A (fe)(n)]M. (2.4)

Lemme 2.1. SoiE ia forme sesquilinéaire B (v,u) sur i/i x #2 deux espaces de Hilbert,
coercive. Alors chaque fonctionnelle f sur HI peut étre représentée d’une maniére unique
sous la forme B(v,u) —f(v) et on a

\u\h2 <c\f\. (2.5)

En effet, en désignant par (, )h1 le produit scalaire dans H 1, on a, par le théoréme

de Riesz: B(v,u) — (v, Z(u))hi, z étant une transformation linéaire et continue de H2
dans H1. On a par

sup \B(v,u)\ = \Z(u)\h > cilu\h2, (2.6)
Hh,<1

d’oil z est une transformation simple, et Z(H2) est forme dans H1- D’autre part, en vertu
de Pinégalité
sup |5(u,u)| > c2\W\HI, (2.7)

ona Z(H2) = H1, cTou rassertion. On a maintenant

Théore me 2. Soit i2 un domaine borné a frontiere Lipschitzienne, et que | operateur A
avec sa forme sésquilinéaire A (v,u) satisfasse les hypotheses (2.4), (1.1), (1-2), (1.4).

Soit |6| < -, un liombre assez petit all cas general et \9\ < ”~ seulement si les

coefficients @jj pour il = |[j| = k sont reels. Alors pour chaque f e [wi&d f\(i1)] ,
Ug G[wid+k\fl)]M, ii existe précisément une solution du probleme de Dirichlet, soit u,
et on a

|
—0 \f\[wie-k\n)IM + Hi°lwZBHO(N)]M =
Demonstration. Naturellement, on considére O, pour lesquels théothéme 1 a lieu. Soit
9> 0. on adans ce cas / € [WieR{F)]Mc [W ur e [Wietfl)]Mc

[W2k\ty ] M. les inclusions étant algébriques et topologiques. En posant F(v) = f(v) -



Coercivité des formes sesquilinéaires elliptiques et 4

A(ivuo), on obtient, tenant compte du lemme 2.1 et de (2.4), Tassertion du théothéme
pour 0 —O0 et rinégalité

[WIKI() 9)
Qil (iésigne de nouveau
p M r M
Bx{v,u) = / 6i]DIvrD”Mundx +\ /[ § A Avrardx.
Q r><A |t],lj|<fc Q r=1

Soit Asi grand pour que le théoréme 1 ait lieu. On prend Asi grand pour que le théoréme

1 ait lieu aussi pour &= 0. On a pour v G |w 2 '(fifs" «

Bx{y,u) = /(v) + A{v,u)\

(2.10)
u-uO€ [W {k\n)} M.
Soit maintenant u* G [wie+k\( )] M telle que
V € [D{iDIM = Bx{<p, u*) = /(</?) + \(ip,u)
(2.11)
u -uttGw2 (2]
il existe line seule solution de ce probléeme et on a
\u < c2 (2.12)

L 0(ktd) M
En effet, d’apres le lernme 2.1, il existe précisément un element de |IW 2 (i) isoit lu,

de sorte que pour v G [v* 2 on a
B\(v,w) = 7(v) - A(v,tz) - Bx{v,uq).
Il vaut

S(MIM+ MIL2(FI)r + M \wiks0) ()M (213)
Evideinent. rélément w + 20 est une solution du probléme. D’apres (2.6), elle est unique il
s’ensuit de (2.11) que u* satisfait a (2.10); u étant unique, on a u = u* et l'inégalité (2.8).
La solution du probléme est unique; cela découle de Tunicité de la solution pour 9 = 0.
Soit maintenant 9 < 0. On prend de nouveau Asi grand que le théoréme 1 vaut pour 9 et
0. On trouve comme au premier cas une solution unique du probléme

(A + X)u =f dans ﬁ;

u-uoe [v(\)/ gkm)(i))]M.
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eton a 1

W\ [wik+6)(QIM - CGh\f\[wis~k)(n)]M + Wue\[wid+k)(n)]M. * (2-14)

Soit maintenant h £ M la solution du probléme Ah = Andans Q, he [w 2 (E}DIM
il existe une seule solution de ce probléme et on a

\Miwik) QM — GIU\[L2 (f)]M" (2.15)

Evidément, la vectorielle fonction u + h résout notre probléme et on a, en vertu de (2.14),
(2.15), rinégalité (2.9). La solution u est unique. En effet, soit Au = 0 dans I2, u G

[w 2 On a (A + Au = Xu dans I; la solution du probléme (A + Au = f
dans fi, / G [L2(f)]M,u e [w 2 étant unique, on au G [w 2 (ft)]M, parce
qu’il existe une seule solution de ce probléme pour 9 = 0. Ayant Ali = 0 dans I et
u€ [w?2 on obtient u = 0, la solution du dernier probléme étant unique, d’ou le
théoréme.
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