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R esum e. Dans cet articla on a étudiéla coercivité des formes sesquilinéaires elliptiques
o {k-{-6) o (k~~0) M

Ians les espaces de Sobolev de la forme [w  2 (íĩ) X w  2 (^)J (c’est une condition
suffisante pour que les problémes aux limités soient résolubles), oil ÍÌ un domaine c  E n  
ifrontiere lipschitzienne. En suite, on a étudiéle probléme de Dirichlet A u = f  dans

d u  ÕUq _  Õ U q

u dv  1 ’ d v k~ l d v k ~l

o
s u r  í í  

Introduction

Pour étudier le problème sur la régularité de la solution ou lé problème aux limites 
“sans supposer 1’intégrale de Dirichlet finie” on peut introduire la notion de la coercivité 
d une rbrme sesquilinéaire, soit B (v ,u )  sur H\ X Ho, H 1, H2 étant deux espaces de Hilbert, 
en éxigeant

ó) sup \B(v,u)\  > c\\u \h 2 (b) sup \B(v ,u)\  > c2\v\Hl (1)
M«2- 1

o 1 M
Dans cet article, on étudiera le problème (1) pour H 1 =  [w  2 (fỉ)J ) H -2 =

[W (2k e\ ữ ) ] M, avec |0| < où [w  2 Ỡ)(ÍÍ)]M, resp [w  2 + est r adherence

de [V\ÍÌ)]M (de l’espace des vertorielles fonctions indefiniment differentialbles à support

compact dans fi) dans la topologie induite par [wịk d\ ỉ l ) ] M, resp. [W2fe+e)(fi)] ■
Pour Í2 on prendra un domaine borné à frontiere Lipschitzienne.
On considère la forme sesquilinéaire

à coefficients assez réguliers, r  opérateur A  est suppose uniformement elliptique on a (1) 

pour |0| < assez petit, A assez grand. On étudiera le problème de Dirichlet dans Q à 

frontiere Lipschitzienne.

T ypeset by .ẨẠ/^S-TÈX
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1. La coercivité des form es aux dom aines à frontieres L ipschitzienes

Soit Q un domaine borné à frontiere Lipschitzienne, k un nombre entier > 0 et

r M __  ____  r ,M,
B \(v ,u )  =  /  ^  arij D ivrD iu (idx +  À /  (1.1)

n  r , q = l  \i\t\ j \<k ị  r =  1

une forme sesquilinéaire dans [W2(fe)(íĩ)]M X [W2(fc)(rỉ)]M, à coefficients mesurables, bornés 
et uniformement fortement elliptique:

( 6 ^ 2 ,  • • • ,£n ) g E n  =>

M  M

Re |7?r |2|£|2fc> (1.2)
r ’9= l  M ,|j |= fc  r= 1

où i =  (il, Ỉ2j • • • — ^ị1̂ 2 • • • £7̂  » KI =  + ^2  +  " ’ + ^ )
ij - nombres entrous, i j > 0 , j  =  l,JV, 

presque partout, 771, ?72, . . .  ,Ĩ)M, des nombres complexes arbitraires. On désigne par 
[Vq (E ịv)] V espace des restrictions des vectorielles fonctions de [V(E ịsỉ)]M sur C011- 
sidérons sur [Dq (En )]M X [Dq (E n )]M une forme sesquilinéaires:

f __ d f r —  ,
/  ũr<iQ^3íldx (1.3)
íì

L em m e 1.1. Soit 0 <  9 <  Alors la forme (1.3) peut être prolongée par continuité
JLể

en une forme sesquilinéaire sur [ w ịl Ớ^ ( Í Ỉ ) ] M  X [w ịỡ\ í ì ) ] M si arq sont des ỉonctions 
X-HỎIdériennes dans avec X  > 0.

En effet, on désigne par [C(íĩ)] AI l’ensemble des vectorielles fonctions continues avec 
toutes leurs dérivées sur la fermeture de

Soit maintenant \0\ < ^ et les coefficients de (1.1) sont ^-Hõldériennes avec X  > |ớ|
pour

1 1|i| =  fc, \j\ < k si 0 < 6 < -  et pour |ị| < k, \j\ = k si — ^ < 6 <  0 (1.4)

On definit la forme (1.1) sur [ w ị k~ỡ\ í ì ) ] M X [w/2(fe+6>)(í2)]M à  Faide du lemme 1.1 

en la definissant d ’abord sur [D q(En)]M X [Vq(Ew)]M .

T héo rem e 1 . Soit Í2 un domaine à frontiere Lipschitzienne. Soit |ớ| < Alorsla forme

(1.1), satisfaisant (1.2), (1.4) est sesquilinéaire sur [W2 k~ỡ\ ĩ í ) ] M X [W2 k+6\ t l ) ] M- Si \9\

est assez pêtit et X assez grand, la forme est coercive sur [ w  2 \ i i ) ] M x [ W 2 \ f y ] M; 
Si les coefficients CLịj pour |z| =  \j\ =  k sont reels, la forme (1.1) est coercive pour tous
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Demonstration (En bref). On désigne par
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B'z{v,u) = 
n

par

, M __  r M
/ a * j ( z ) D iv r D i u qd x  +  X / v r u r dx .

ị  r,<7 = l  \ i \ ì \ j \ z = k  ị  r = l

r M __  ____  r M
B '(v ,u )=  /  ^  ^  CL̂j D ivrD iuqdx + X /  y ^  vrurdx.

ị  r , q = l \ i l \ j \  =  k  i  r = l

Considérons alors le cas du |ớ| /  0. Soit u G [D (fỉ)]A/ on definit Q(^) =  
w e  [Z^-EW)]A/, en posant £(£) =  £ (£ )/.(l +  |£|2)ớ. On a évidemment w è  [Ví^771̂ ^ ) ] A/ 
pour m > 0. pour 2G Í1, A > 2

Re /  aỴ-(z)DlwrD lu^dx +  ReA /  y ^  wrurdx >
Ea, r»9=1 |i|.|j|=* e n r=1

>  ClM [ . H / ‘ fc+tì> (íỉ) ]«  +  C i \ /A  -  1|«|^X,2(Í1)]M 

où Ci ne depends pas de z. On a

\w \ị.wịk- e)(Q)]M -  C2 \u \[.wịk+0)(ỈI)]M*

Désignons le demi-espace par Qr . (Definition de íìr on peut voire dans [8]). D’apres le
o  ( k - \ - 9 )  ỊỳỊ

théorèrne 1 de [9], il existe des transformations linéaires et continues de [w  2 fàr)]
o ( k - 9 )  M  ----------

dans ỊW 2 (íỉr)J 5 soit Qr, r = 1, M i, de sorte que pour 

w = Qr{u),

wrurdx >

[ . w ^ ơ>(Qr)}

on a alors r  assertion du théorème pour A assez grand.

2. Problèm e de D irichlet.

On considére dans íì (un domaine à frontiere Lipschitzienne) la forme (1.1), jouissant 

de (1.2) et (1.4). Soient pour \0\ < ị ,  u 0 e  [w ịk+e){n)]M, f  € [w ịe~k) (Ũ)]M . On dit
Lj

(Tune vectorielle fonction de rW2fc+ớ'( f 2)] , soit u, qu’elle résout le problème de Dirichlet:
Au = f  dans ũ  OÙ A  est l’operateur:

A r“ = (~1)M&(<!%&), r,q = TJd-, (2.1)
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du duo dk lu dk 1 U0 0 , , , d
ĩi — uq , —  =  -7— , . . .  , — 7—7 =  "  - sur í ì au sens generalise (—  designant la 

dư dư d v K~~l dvk~l - ờv
dérivée dans la direction de la normale extérieure), si pour chaque </? G

A(tp,u) (/(</>) = f(ĩp)) (2.2)

U -U o  € [W 2fe+e)(Q)]M. (2.3)

o (^) \>Ị
pour simplifier, on supposera dans cette partie que la forme A{y,u)  est [w 2 -
elliptique, à savoir:

(k)
V u  €  [ w  2 ( r t ) ] M => |A (W)V)| > c H ^ ( fc)(n)]M. (2.4 )

L em m e 2.1. SoiÉ ia forme sesquilinéâire B (v ,u ) sur i / i  X # 2  deux espaces de Hilbert, 
coercive. Alors chaque fonctionnelle f  sur HI peut être représentée d ’une manière unique 
sous la forme B (v ,u )  — f (v )  et on a

\u\h2 < c \f \ .  (2.5)

En effet, en désignant par ( , )h 1 le produit scalaire dans H 1, on a, par le théorème 
de Riesz: B (v ,u ) — (v, Z (u ))h ì ,  z  étant une transformation linéaire et continue de H2 

dans H 1. On a par
su p  \ B ( v , u )\ =  \ Z ( u ) \ h  > c i \u \h 2, (2.6)

H h ,<1

d ’oil z  est une transformation simple, et Z (H 2) est forme dans H 1- D’autre part, en vertu 
de Pinégalité

sup |5 (u ,u ) | > c2 \v\Hl, (2.7)

on a Z (H 2) =  H 1, cToù rassertion. On a maintenant

T h é o re  m e 2. Soit Í2 un domaine borné a frontiere Lipschitzienne, et que l ’operateur A 
avec sa forme sésquilinéaire A (v ,u ) satisfasse les hypotheses (2.4), (1.1), (1-2), (1.4).

Soit |ớ| < - ,  un Iiombre assez petit aII cas general et \9\ < ^ seulement si les

coefficients CLịj pour |i| =  |j | =  k sont reels. Alors pour chaque f  e [ w ịỡ fê (íĩ)] ,

Uq G [ w ị ỡ+k\ f l ) ] M , iỉ existe précisément une solution du problème de Dirichlet, soit u,
et on a I

— 0 \ f \ [ w ị e- k\ n ) ] M + lii°l[w,2(8+fc)(n)]M ■
Demonstration. Naturellement, on considère Ớ, pour lesquels théothème 1 a lieu. Soit
9 > 0. On a dans ce cas /  <E [wịe~k\ữ)]M c  [wị uữ e [wịe+k\fl)]M c
[W2 k\ t y ] M. les inclusions étant algébriques et topologiques. En posant F(v) = f ( v )  -
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.4(ivuo), on obtient, tenant compte du lemme 2.1 et de (2.4), Tassertion du théothème 
pour 0 — 0 et rinégalité

[WịKỊ(íì)) 

Oil (ỉésigne de nouveau

(2.9)

B x {v ,u ) =
p M r. M

/  ỏi]D lvrD^u^dx + \  /  yỹ ^ v rú rdx.
Q r ><?=l |t|, | j|< fc  Q r =  1

Soit À si grand pour que le théorème 1 ait lieu. On prend À si grand pour que le théorème
r °  / r ^v-| M1 ait lieu aussi pour ỡ =  0. On a pour V G |W 2 (ÍĨ)J •

B x {y,u) =  /(v ) +  A {v,u)\ 

u - u 0 €  [W {2k\ n ) } M.
(2 .10)

Soit maintenant u* G [w ịe+k\ ũ ) ] M telle que

V € [D{ÍÌ)]M => Bx{<p, u*) =  /(</?) +  \(ip,u) 

u -  uữ G [W 2 (Í2)]
(2 .11)

il existe line seule solution de ce problème et on a

\u < c2 (2 .12)

o (k+d) M
En effet, d ’apres le lernme 2.1, il existe précisément un element de ỊW 2 (í*)j í soit lư,

de sorte que pour V G [v^ 2 on a

B \(v ,w )  =  7(v) -  A(v,tz) -  B x{v , uq).

II vaut

>(n)]M + M[L2( f i)r  +  M \wịk+0) (n)]M. (2.13)

Évideinent. rélément w +  ̂ 0 est une solution du problème. D ’apres (2.6), elle est unique il 
s’ensuit de (2 .11) que u* satisfait à (2 .10); u étant unique, on a u = u* et 1’inégalité (2 .8). 
La solution du problème est unique; cela découle de 1’unicité de la solution pour 9 = 0. 
Soit m aintenant 9 < 0. On prend de nouveau À si grand que le théorème 1 vaut pour 9 et
0. On trouve comme au premier cas une solution unique du problème

(A + X)u = f  dans rỉ;
o (k+d) , M

u - u 0 e [ w 2 (í))] .
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et on a 1

\u \ [wịk+ỡ)(Q)]M -  C4 \ f \ [ w ị ỡ~k)(n)]M + \u ° \ [wị d+k)(n)]M. * (2-14)

Soit maintenant h £ M la solution du problème Ah  =  An dans Q, h e  [w  2 (£})]M
il existe une seule solution de ce problème et on a

\h\ịwịk)(Q)]M — Cĩ>\U\[L2(fl)]M ' (2.15)

Évidément, la vectorielle fonction u + h résout notre problème et on a, en vertu de (2.14), 
(2.15), rinégalité (2.9). La solution u est unique. En effet, soit Au  =  0 dans Í2, u G

[ w  2 On a (A  +  A)u =  Xu dans ÍỈ; la solution du problème (A  +  A)u =  f

dans f ì, /  G [L2(fỉ)]M , u e  [w  2 étant unique, on a u  G [w  2 (ft)]M , parce
qu’il existe une seule solution de ce problème pour 9 =  0. Ayant Ali =  0 dans ÍÌ et

u € [w 2 on obtient u = 0 , la solution du dernier problème étant unique, d ’ou le
théorème.
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