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1. INTRODUCTION

Dans ce travail, on présente une méthode pour résoudre le probleme de Dirichlet -
Poisson pour un systeme des équations aux dérivées partielles elliptiques d’ordre 2k.

Les suppositions faites ici sont celles utilisées dans la méthode variationnelle, partant
la notion de trace. Le domaine cousidéré a la frontiere lipchitzienne et les coefficients des
équations sont bornés et mesurables.

On démontre ici 'existance d'une unique solution du probleme de Dirichlet - Poisson

; M
dans l'espace [uijj}(sz)] lorsqu’on se donne sa trace sur la frontiere.
La méthode de ce travail est tres proche a celle de M. 1. Vishik (cf. [2]). en appuant

sur une génération du théoreme de P.D Lax - A. Milgram ([1]) (Supposant |a| < 1).

, M
2. TRACE DES VECTEURS DE [1-1',5,“3(9)}

On désigne par £,,. n > 1, 'espace euclidien avec les coordonées [y, 1o, ... .. ral o X,
g ! n o 1 2 n

On dit d'in domaine borné O dans F,, aqn’il est da type AVOLL (ot an DPéerit O AS(0).1)

Sl

1) Il existe m systemes de coordonnées dans E,, et m fonctions a, de sorte qu’on peut
: n 1

presenter tout point de la frontiere sous la forme:
[y B o B,y i By B \Tr._,)], en bref [X,, a,(X,)].

Les fonctions o, satisfont a la condition de Lipschitz dans la boule A, = | X,| < a,
c. a. .

‘n,—(X,r)—u,.(}',,)' < ¢

X, =Y, pour X, Y, € A,.

2) il existe un nombre 3 -. 1 tel que les points [X,, 7,,], |X,| < @, a.(X,;) =8 < 2pn <
a,(X,) sont a l'intérieur de €2, tandis que les points [X,, r,,], |X,| < a, a,.(X,) <
Ten < a,(X,) + 3 sont a 'extérieur de €.
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Désormais. on ne considere que les domaines du type N (Ot

M
Nous pouvons deémontrer gue les vectenr de 1” ,“(5 )1 ont des traces. Clest le
contenu du théoreme suivant.
Théoreéme 2.1. Soit @ € NOL 0 < a < p— 1. Alors il existe une et une seunle

J

transformation linéaire et coutinue £ iH,,“ £2)1 dans [L,(0%?) telle qu'on ait

Z(u)=u, Yu e [5(52)}"”.

THEOREME D'IMMERSION DE SOBOLEV
En utilisant les théoremes dimmersion de Sobolev (cf. par exemple ([5]. [8], [9]).
on peut démonstrer facilement les théoremes suivant:

Théoreme 3.1. Soit Qe N 0<a<p-1,1<q< ——. ona alors

1y M

M
(F)
ln,, (,<.z)} c {uq ()|
Nous dirigeons maintenant notre intéret vers les théoremes d'immersion du tvpe
A

M
[H ;(»Au('z }

qui jouera un role principal dans ce qui va suivie e appuvant sur les inégalités de Hardy

(cf. G. H. Hardy, G. Polva [6]. C. Muzoxata 91). On désigne par [14,,4/,,((”)}'\’ I'espace

-1eme

g

{u ()

p.e—p

des fonctions vecteurielles, dont leurs composants sont de p puissance sommable sur

chaque compact contenu dans 2.

TR . % w du’ e

Théoreme 3.2. Svient Qe NV w e [Lpoe()M, p= 1. 02« 5 € Ly ptsl), 1
3

T.n. r = 1. M (dérivées an sens des distributions). alors u € i ,,(SZ)]‘” sia > p—

1, c.ad. u € l].,,_ | “(SZH‘". ot ¢ > 0 est arbitraireinent petit.  Les inunersions dn

[Lptoc()]M dans [Lp,a- L)Y sont continues.

Théoréme 3.3. Soit @ e N1 a < p—1 On a alors

|u“*"'“(sz;}[ [H” ,,,(sz)}“, 1<i<k

p.c P

4. INEGATLITES FONDAMENTALES POUR
LES OPERATEURS ELLIPTIQUES.

On considere dans la suite M opérateurs différentiels de la forme

A= 3 (-0HD (aff DY), o

—

Fel i<k
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Al 412 ALM n
A2! A22 A2M 12
Dy = . ’ (4.2)
M1 M2 M M /
A A ces A uM
ou 7,7 sont des vecteurs © = (iy,i9,... i), J = (J1,J2,-.. ,Jn) avec composants entiers,

non négatives
il =i +924+.. .+, lil=d1+J2+... +]n,

0<il <k, 0SSk k21

C)I'llf
e

n:;’ sont des fonctions mesurables, bornées. On fait ('orréspomh'e au systeme (4.2) une

forme bilinéaire de la forme

(v, u) / ()??D"l"'D»/u’id.T. (4.3)
Q '

rq=11i, |1|<F-
On dit que le systeme (4.2) est elliptique pour le probleme de Dirichlet - Poisson si I'on a
|Blp. @)l 2 clol? i gy Y9 € (DI (4.4)

On a maintenant le théoreme suivant, qui a un role nmportant pour le présent travail.

Théoréme 4.1. Suppose que le systéme (4.2) soit elliptique. Le plus grand intervalle

(ouvert. termé, semiouvert) J des a < 1 tels qu'on ait

[B(v. ¢)| 2 cla)lp] 0 e (DM, (4.5)

Lyt

wl\l

011 U est un vectenr convenablement choisi de [D(§2)] Iul M = 1 est non vide

et contient un voisinage de (). Le plus grand intervalle J* (i(,.s o > —1 tels qu'on ait
* * M

g M u ol i . :
ou ¥* € [D(R)]" . couvenablement choisi, |y 1{ (*) = 1 est nou vide et contient un

(gz)]i\f
voisinage de 0. Si B(v, p) = B(p. 1), alors inf .] = —supJ*, supJ = — inf J".

Demonstration: Nous esquissons de démonstration:

On pose y' = po®. on ¢ est la fonction avant les propriétés suivantes (cf. [8))
erplar) < alr) < cap(r)

ola(r) c(i
l 1 ( | < (i)
ryUrs - ().r,,
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on a

B{v, o) / ;ﬁl)'('@"n” ) D7 pddar
Q

r.q=1 |i| |)(<A

/ N TTD (5 o) D (Fi0  )dr + Ba. (4.7)
qu':li ;\’
ou

B = / a’? [D’(;"rr“)DJQ‘i — D'(p"0%)D' (pic?)| da.
JQ

on a démontré que
B.| < |alalo)? .
v \ (1” e 1 I I\l‘ol[u (l*-("(ﬂ)]fu
En vertu d’éllipticité du svsteme, le premier terme du second membre de (4.7) peut etre

apprécié comme suite

t-/‘ Z Z a;}D'(¢"0 %) D! (pTo % )dr

rq=11|a|,}31< l

En appuyant sur le théoreme 3.3 on est amené a 1" inégalite:
D)
190 l[ (*)(Q)},‘\j szl |SO| U« (Q)]\f CZI(I'|'\p|{“'2f.‘i(0)}m‘
d’ou on obtient
2
|B(t'”‘ VD)' 2 ((ll - (ll('zlu! T n’(ll)i(‘pliu:_“‘“(Q)}M :

On a finalement

|B(y, )] 1 —ciea|a] — alal
/ 2 ; i I\F’i (f\ ) (gz)
|‘/’|[w,‘;_"_n(g2)}i\! (1 + (';;I(kI)Q
En posant |a| < - on obtient (4.5). La démonstration (4.6) est analogue si 'on
C1Co a

pose 1" = pa~® On acheve par 1e la démonstration du théoreme (4.1). &
5. PROBLEME DE DIRICHLET-POISSON
& uy : 0(k) N
On désigne par. [w«z s (SI)J Iespace des vecteurs fonctionnelles sur [wza (S!)J ;

; L g
f étant de [w2 o (Q)] . On écrit formellement f(v) = (v, f).

M ' M ,
Soit g € {wg‘i(ﬂ)] . Pour u € {wgkl(ﬂ)} on dit Du = f si Vv € [D(Q)]M on a

Blv,u) = (v, f). (5.1)
On dit que u a les mémes valeurs frontieres que ug, si
(k) M )
u—ug € [wz . (ﬂ)] (5.2)

» M '
On dit que u € [uékl(ﬂ)] résout le probleme de Dirichlet-Poisson Du = f sur Q,u = ug

sur 9N si (5.1),(5.2) ont lieu. On a démontré le théoreme suivant:
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Théoréme 5.1. Soit 2 € N1 Soit D un opérateur elliptique, 0 < a <1, a € J (]
est I'intervalle déterminée dans le théoréme (4.1), ug € [w(“ MM, et f € [wz P (Q)J

M
! i ; k \ 5 ;
Alors il existe exactement une solution u € [wél(ﬂ)] du probléme de Dirichlet - Poisson

et l'on a

Ju] wit) () M < [I“’O'{wﬁzf("(n)]m 4 If’[ng,“(sz)]“] (5.3)

Démonstration: La forme bilinéaire (4.3) vérifie toutes les conditions du théoreme
généralisé de P.D. Lax et de A.Milgram (cf. par exemple ([1])), si I'on pose

] = g

On définit (0 )y, . (. )y, par

(4, 0) = / L D'v"Du’ p®dir
r=1

1| <k

D’ou. on obtient une transformation linéaire et continue Z de H, dans Hy, telle qu'on

ait B(v.u) = (v, Z(u))y,. On a Z(H,) = H,. En effet, soient h € H, et h, — h dans

Hy hy € [D(Q)] " La fonctionnelle (v, hy ), peut etre prolongée en une fonctionnelle sur
A

)k b o oo : g . e : : :

[c - ‘)(Q)] - En vue de I'éllipticité de Foperateur D, il existe un vecteur fonctionnel (cf.

[8]) wuy de
{u-.‘;“"(sz)JM c |wp )] N

pour lequel B(v,u.) = (v, hy)y,. On a alors Z(uy) — h. Du théoreme de Lax et de
] M

tel qu'on ait

2.cx

¢ 77 . s ~ O(A
Milgram et de Z(H,) = H| on obtient un vecteur unique w € Iu‘ )(Q)

N
B(v,w) = (v,g) Yo € [u‘,"f, (sz)] .

M "
o o . D9 00,49
g€ [wza (sz)J Coug=f - Y (=1)MD'(al9D7ue).
li| <k
En posant v = 1y + w. on obtient I'existance et 'unicité de la solution. Le théoreme est
déemonstreé. §
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KHONG GIAN [W. e (M v A BAI TOAN DIRICHLET - POISSON CHO HE

2.0

CAC PHUONG TRINH DAO HAM RIENG ELLIPTIC CAP 2K

Vu Van Khuong
Vien Giao thong Van tai. Can Gidy, Tir Liens, Ha Noi

Bai bao nay sé trinh bav mot phirong phap de giai bai toan bien Dirichlet - Poisson
d61 voi he ena cac phueong trinh dae ham rieng loai éllip bac 2k.

Céc gia thiét dwoc neu ra & day thuong dirge st dung trong phwong phédp bien
phan. Mien dwroc khao sat ¢ bien Lipchit, con cac he so trong cac phuong trinh dao ham
rieng la giol noi va do duoc.

Y twong chinh bai bao da dira vao sy m& rong cna dinh Iv P.D. Lax. A. Milgram
(xem L. Nirenberg [1]) va nho no ta co thé ticép can rat gan véi v twdng cua M1 Vishik.

!

ong da giai quyét bai todn tuong tu nhu bai toan dat ra o day. Vi \a\ sir ton tai v iy
nhat nghiem cia bai tean Dirichlet - poisson trong khoug gian [H 2. a(Sl)j duoc (lu'rng

minh.



