
VNU. JO U R N AL OF SCIENCE. Nat. Sci. t XV, n°5  - 1999

O N  T H E  ST A B IL IT Y  OF A  C H A R A C T E R IZ A T IO N  

OF E X P O N E N T IA L  D IS T R IB U T IO N  

B Y  G E O M E T R IC  C O M P O U N D IN G

Tran Kim Thanh
Department o f  Mathematic  

College o f  Sciences, University o f  Hue

I. INTRODUCTION

Let X i , X 2 , ... be nonnegative i.i.d.rv’s (independent identically distributed random 
variables) with F{x)  = P { X j  < x), ip{t) = m  =  E X j  < +CX) and let V be
independent of X j , j  =  1,2 ,... with geomet,ric distribution, i.e.,

P { V  = k)  =  k -  1 , 2 , ( 0  <  p  < l , q  -  I -  p).

The random variable z  = X ị  + X ‘2 + ■■■ + X v  is called geometric composed variable 
OĨ X f , .

The notation Gp(.r) will mean P{pZ  < x); the notation ự>pz{t) will mean . Fq{x )
and ^ o { f )  w ill d en o te  d istr ib u tio n  fu n ction  and ch aracter istic  fu n ction  resp ec tiv e ly  o f th e  

exponential  (listiilMition. In [4], Renyi characterized the exponentia l  distribution proving 
rh(' follovviiifi, assei tioiis;

(i) /»np-.oỡ„(,r)  =  e - ' ' ;  (Gp(,r)-= P { p . z  > x)),

(i i )  G',,(./■) =  F ( . r )  F ( . t )  =  e~ '';  ( F ( x )  =  1 -  F( . r}} .

In [2], we estim ated the stable (iegipp of this characterization in the case of the 
(listi ihutioii fuiiclioii F(.r) beiiifj f - ('xpoiipntial, i.e., 3 T (f)  > 0 , T( f )  0 when f —> 0
such that

l < e , v < : | i | < r ( e )  (la)

with metrics

A (F i, Fz) =  mm m ax{m ax ị  I -  <p2 {ty, ỹ } ,

p ( F i , F 2 ) = sup I Fi(.r) -  F 2(.t)
;r

for Fi(.7'),F2(.r) are two distribution function and ự>2 {t) are characteristic functions
respectively.
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In 1ỈŨS pupi'i W( '  shall <‘ousi(l('i tli(' 8ta!)iiit\ of Hi'iiyi's cliararti'i ization ill tho vixsv 
of the distrii)utioii function Gp(.r) hi'iiift (- (‘xpoiK'iitial. i.e.. 3 T( ( )  > i).T(f  ) - * 0 wlu'ii 

—» 0. s u c h  t h a t

with the uuifonn inetrif p.

2. STABILITY THEOREM S

L e m m a .
a) z  HÌKỈ ]).z liHve the  f inite Iiỉonicỉit o f  Hist degree

c)

E Z  = - ,  E{-pZ)==ni.
V

P-AP-') , ^ n

f . \ / 1  e R.<r 7 / / .

Proof:
a) We have:

EZ = E[E(Z\v)] = E[iY^  -A )/{r .A }(-')1
k—i

=  E [ X l  +  ... +  ‘ =  Ỳ .
K = { A—1

1 7ÌÍ

"  7 '

~ 1
o c

k=̂ \

A-]

w 1 1

dq 1 -  q

Hence, wo get (1).
b) By a similar way, it follows that

v ) ] ^ E [ Ỷ ^ E { é ^ ^ \ v = k - I { v = k ) ụ ) ]  
k=i

i-=i fc=i *'=0

( 1 1 ) )

( 1 )

(2 )

(3)

? v ( 0

1 -

Hence:

So, we get (2).
c) It is easily seen that
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Therefore, wo get the following estimation;

( 4 )

I -  1 I =1 /  (e*'" -  l ) dF{x)  \< Ị I e*'" -  1 i dF{x)
f~oo .1 - 0 0

- U  I /  I I dF{x)  =  m. I  ̂ I, V Í 6 i?,
'  —oo

(where W P  used ( 4 )  with tt =  t .r .) This completes the proof of the Lemma. 0

T h e o r e m  1. I f \  -  ^Q(f) |<  V / :| Í |<  T  f for 0 < f <  p /q  and for some T  > o)
theii we hiive

ự>{t) -  <
p -  Q f  

Proof:
Denote: r(t )  =
Ir follows readily from the hypothesis tha t

( 5 )

/■(/) <  <=. V t : t

r( t /p) < ^ f (f-

From (2) we have

^ { n ) =  V u G R.
p + (l-ppzi' i/p) 

riieirloK', fVoni (7) we ftct tlic fbllowiiifi, (>stiinatioiiti

( 7 )

-  ipo{u) I = ^pz { u / p) 1
P + Q<^pz{u/p) 1 - i u

= i ( p ~ ' ^ 0 ^pz{i i / p)  -  p 
' (1 - / / / ) ( / ;  -f- q^pz{i i /p) )

( P  -  u i ) . r { i i / p )

‘Ppz j u/ P)  -  ỉu '^pz{u/p)  -  p -  qựĩpz{u/p} 
(1 -  iu ){p +  qtpj,z{u/p))

r ỳ i / p )  +  ự’o { i i / p )]{p -  iu)  -  p 
(1 -  ni){p + qự)j,^ịu/p))

[P -  Iii).r(ii/p) _  p -  ill I I r{u/p)  I I r{ii./p)

( 1  -  i u ) { p  +  q<ppz){>‘/ v ) )  I 1 -  iu  I ] p  +  q f pz A<i / p )  I “  p  +  (l<^pz{'<i/p

Consequently,

, y  II e R.
I> + Q ' p p z i i i / p )  I

Notice th a t  I V |>  I i i a x { |  Isz/i u |, I ỉíĩr' /’ 1} for any complex uunib(n' u 6 c. Hence,

(8)
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p  +  q^pz{i i /p)  1 =  1 V +  (''//')] 1 =  1 l> +  +  Y

! I <IP‘̂
( i r ( i i / p ) \  =  +  ' / ' ■ ( " / / > )  +

>

ì>(l , , ’ I 'II' , / 1p + +  <ir[n p)\ = \l> + +  '/'■("//’) + 1
p  -  I I I  , 1  p -  +  11^ p -  +  I I -

( < ■ +  + 'Pf'M + , - ^ ị  =  Ị < '  +  , 7 ^  +
')

> p +  -  í/. I íĩe r(í///í) |>  p -  (Ị I  ?ỉr r ( ////0  |>  /í -  (Ị.  ̂ > 0 V II  :| // |<  Ị ) . ' ỉ  .
p- +

Conspquoiitly.

7 ' + '/í(Jpz("/p) i V ' / :| í/ | <  y).7’ (9)

By (8) a n d  (9) we got

| r(ỊỊ)|  f

\ p + (I^pz{!i /p)  i 

This completes the proof of Tiieoieni 1. Ộ 

T h e o r e m  2. Assume  tiiat Gp(:r) is f - exponential distribution fmiction with the niiinhei 
T( f )  III ( l b )  satisfying the coiưlitivii T( f )  =  0 { f  “ ) for som e  Í* >  0 (when f —> 0). ĩh e i i  

we hfive

p i F . F o )  <  -  h ' j e . l u f ,  ( l Oj

where  0 <  f  <  in in { l ,  2 }  ỉìiici K ị  >  0, ỉ <2 >  0 aje constant niiinijers independent o f  f.  

Proof :  
At first, since Fo(.r) is exponential cliatiihution function tin'll sup I ) 1= 1. L'siiif; 

Essen’s inequality (s(H* [3]) with T  =  />.T(f) \V(‘ î ('t the folluwiiii; <‘stiinatiou:

■p. T( ^ )

■supx  I F 0 ( x )

np.T{f )
<

ịí|<í
1 .  24

< -[>̂ 1 + J2 ] H----- 7^
7T Tĩ-p.l [f

d t +  /
J 6 < \ t \ < p . T { t )

, \ f 6 - . 0 < 6 < p . T { f ) .

(if +
24

■np.T{(

(11)

W here

ự>ự) - dt- h= Ị W )  -  ¥>0(0
t./é<lf|<p.T(í)

dt.
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In order to estimate J i , we put

1 . f  L ũ n ( t )  — 1
(it.
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j;^ Ị ^{t )  -  1
dt- J* =  /

ựĨQÌt) -  Ỉ
f J\ t \< 6 f

Using Lemma above, it yields

Jj* < in /  df = 2 Ố.ÌĨÌ,
J\t \< 0

ThoK^fore,

J\ ^  4" J 2 ^  2Ố(1 -f" /nj.

On the other iiand, according to Theorem 1, we have

( 1 2 )

1 , 2 f  d t
(If =

f . Ill
p T { f

Choosing Ò ~  with f3 > n iax { l ,a} ,  we ger

p  -

ỉì\ (11), (12/ Hiitl (Ỉ3). it follows ĩiiHí

2 f
In

7Ĩ 7 T ] ) . T ( ( - )  { p  ~  ( Ịe)7T

Li^l - /v > 0  wlu' i i  f — 0. TIk'u. for suffici(‘nt Iv isniall  e W(' hav(’

(1-3)

(14)

A t t  u u ỉ i i i ^  Iw tin- liVJ^ot In riib 7 ’ ( . )  -  ()(r I Wf hclV(  ̂ 7’(t } — ĩ \  {t ) . t  , vvlltr'if h  { f  ) ~

f hi ' =  f In K( f )  -  (a +  fj)f  hi f < - f  111 f -  (a  +  /j)f In f

<  - ( q +  /3 +  l ) f I nf , (15)

' I /nịp -  qe) < 3(7T/;) (for sufficiently small f).
Since K (f) h  > 0(f —* U) then K{f )  > ~  (fof suffifiently small f_). Consequently,

24 24 '  48--- ------  =  ------------  <; . flT)
Trp.T(f) w p - K ( e )  n p . K  ■

By (14), (15 . (16) and (17) we get the followinj^ ('Stiiiiarioii

p ( t \  F q )  =  - ( 1  +
7T Tĩj).K

= A 'l.f" -  /v>.f lii.f,

3(a +  +  1)
■ f ------------ --------  • f In f

n p



where A'l =  ^(1 +  m)  +  > 0; /v, =: > 0.* 7T ' ' 7T p h 7T/>

The proof of Tiu'oi'i'in 2 is (‘oiiipl(‘t<Hl. Ộ 
R e m a r k s :  Th(' light hand side of (10), i.e the oxpression — K 2 f . i u f

- tends to 0 whiMi f —» 0,
- is the same degree as if 0 < a  < 1,
- is t h e  s a m e  ( l e g r o e  a s  e l i i f ,  i f  (\ >  I.
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VỀ TÍNH ON ĐỊNH CỦA M ỘT ĐẶC TR Ư N G  PHAN PH O I MỦ 
BỞI VIEC PH Ứ C H Ơ P  HÌNH HOC

T r a n  K i m  T h a n h

Kỉìni^ Tr)án hf i r  Hu o

Giả sir X i , X - 2 , la  c á c  b i ế n  n g ẫ u  nhiíMì k h o n i ;  ả m .  đ ộ c  lậ p .  c ù n g  p h ả n  p h ố i ,  c ó  k ỳ  

vọng hữu hạn và giả sử là hiốn ngẫu :lộc lạp vứi ĩấí  rả các biến X ] .  X 2 , và có
p h ả n  phối h ình  học th a m  số  p

Biến z = X i ^ ... - h X y  được gọ.i là biến phức hợ p  hình học của các biến X \ , X 2 , ...
Renyi ([4]) đ ả  chỉ ra phản phối mũ của p Z  là đặc  trxrng cho việc các X j  có phản 

phối mủ.
Tiong [2] tính ổn định cửa kết quả trên đ ả  được xét khi X \  có phân phối f - mũ 

với các metric A và p.
Trong bài báo này chúng tòi đã  xét t ính  ổn đ ịnh  của kết qìiả trên của Renyi khi 

p . z  có phân phối e - mũ với metric p.


