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NGUYÊN LÝ BIẼN P H Â N  H I Ệ P  B I Ễ N 
TRONG KHÕNG GIAN APKhV U Ê N  KÉT

NGUYỀN VĂX THỎA

Đề thu được phirơng trinh trường vật R  người ta thường sử dụng nguyên 
lý biến pbán. ỉ’hương trình trirờug khi ;IỎ được xem như phương Irình Euler-  
[<agrangc. Tuy nhièn đe Ihu đượo phương trinh Euler-Lagrange càn phải
ihừa nhận,  thứ nhàt là hệ Ihửc giao hoán giữa toán tử biễn phàn và đạo hàm
riêng.

ScIjjiqO — —0 /Ịv
V ' V ^

'̂à thứ ha ỉ  là định lý (ìauss c6 dạng [ 1 ]
/dtxf*^dQ =  -  0. (2)

h đây qO là hàm trirờng, o  là chỉ số tập thỉ, phự thuộc vào q<I> v à  là hàm
Ịkcctơ aiẠt (lộ 1.

Hệ thức (1) thường đuực thừa nhận ỏ- trong hệ tọa độ hốlômôn. Hệ thức 
^2) đửnjg nếu giá trị của hàm Inrờng và do đóf^ liến đến khổng ờ vô oực.

Hệ thức (1) và (2) có thề đirợc tỗng quát hỏa trong không gian aphin 
li-n k é t ,

ỉr (lẳy r  là hộ s6 ChriỉtofFeI cùa hộ fọa độ cong, còn (' là ph ỉn  tenxơ của hệ 
pổ liôn kẽt  r.

Thaiy (;») vào ( ] ) ta  đirợc:

V V V '

à đAy

V  V V

t r o n g  Ir irừDg hợp í>. lị) cớ kai cliỉ >ố. ta có

rị:ỉ,p -  +  t’K ,
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Nếu r không phụ Ihuộc rào q<D ta có Ihề đặt:

= “■ (6>

Khi đó ta cổ hé thức giao hoán :

=  0. ^7)
T V

Hệ thức (2) được tông quát hóa như sau: nếu í’** là hàm TCClơ mật độ 1, 
la  C6 [1 ]

thty vào (2) ta được

/v,f>-đíỉ = 2/ s j / đ n  ■ („),

VI rằng hàm tác dụng cùa bất kỳ một hệ nào là một đại lưựng bát biếii
nên ta cố thè tông quát hóa hàm tác dmig dưới íiạng s a u :

s  =  J L  (qO), VpqO)dí2, (10>
ờ đầT các đạo hàm riéng đã đưực thay bẳng cáe đạo hàm hiệp biến, đQ l à phần
tử  tbằ tích bốn cbiều bất biển.

Lẩy biến phân (10j có ohú ý đến (7) vá (9) ta đ ư ợ c :
ỎL ốqOdQ,

Cho biến phân của hàm lác dụng bẳng không, vì rằng biến phin củ a hàm 
trường qO là bất kỳ, ta thu đưực;

dL _  /  OL dí
Vt* i —^  ~ 'JSV — -  =  0. (11)

V íiụ„q<Ddq<í> V í^Ụnq<l> li, dỤfiqcf)
Dày là pliưung trinh Eulcr-Lagr»ngcn Iroĩig khAng giun aphin lipn kff.
Ta cỏ thề chứng minh rảng phương trình (11) khổng (hay đSi dạng khi ta 

chuyền sang hệ tọa độ khồng hôlổnôm. chúng la b i i t i a n g f i ]

V p ỉ v = 0 .  (1^)

ả  đây là hệ s6 Lamé tftng quát;  đạo hàm hiộp biến tinh lương ưng theo 
hệ s6 quay Ricci nếu thànli phần kbổng hổlônôm (chỉ số la linh) và tính tuơng 
ứng Iheo hệ s6 Christoffel nếu ỉhànb phíin hôlônôm (chi số Hy lạp).

Trên cơ sỏrđó, fa Ihấy rằng:

+  "rn^i ~  vji >•. (13)

h  dây đạo hàm hiệp biến tỉnh theo hệ số quay Ricci tồng quái nếu hciti h phàĩi 
không bôlôtnôm [3 j

+ ^ L

và lỉnh theo hệ sò liên kết (3) nếu thành phàa hôlònôni.
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Vi ranf» ’ĩ ' l à  phần tenxơ của hệ s6 liên kế t  nên la cỏ

mn ni II ‘ fxv

Thav(12)và  (lõ) vào (13) l8 được

ỤụLh|  ̂ =  0. (16)

Từ 7) và (1fi) la thu dirợc hệ thức giao hoán trong hộ tọa độ không
liôlònòui

ỖVnq^ -  Vv.ỏq^’ = 0 .  (17)
V V

ờ đây

N, <ĩ> là các chì 8 0  tập thề, trong trường hợp chúng c6 hai chĩ s6 la có

=  i’tiv =  bịxbỹ-

Tương tự như vậy ta có định lỷ Gauss (9) và hàm tác dụng (10) trong hệ tọa 
độ không hòlốmòn:

L (q ^ .  Vkq^ ) (20)

Vi ham tác dụng s  là một bẫt biến nèn ta có thề lẫy biến phản và sau đỏ 
làin tương tự nhir trèn, cu6i cùng chúng ta thu đirợc

----- ì  -f 2S" =  0. ■ (21)
V JVi.n^ / ^VkqN

Phươiiịí trinh (21) khác phưcrng trinh (11) ở chỗ các đạo hàm hiệp biến trong
( l l ) l ố y  thcỡ hộ s6 liên kết (:<), còn các đạo hàm hiệị) biến trong (21) lấy theo 
hộ sổ iièii kết (M)

Tronịị trirứng hợp khòng «ian kbòng có xoắn hoặc tenxơ xoẵn phản đổi 
xứng theo CẰ ba chỉ s6 la cỏ

(22)

Như vậy trong trirờng hựp này phương trình Euler-Lagrange giữ nguyên 
dạng kinh diễn.

Đổi V(VÌ các trường vò liirửiig, trường véctơ hàm Lagrange không đôi khi 
chuyền sangkhỏng gian khồng cỏ xoắn. Đo đỏ từ (22) la s u j r a  rằng phương trinh 
các trưỜBg trên vẫn giữ ngu}'0n dạng cũ, nliưng đạo hàtn rièng phẳi được thay 
lằng đạohàm hiệp biếũ.

Ta xel một ví dụ về trườiiịị vồ hướiig trony khôníJ gian aphin liên kỂt khổng 
có xoắn. Hàm Lagrange trong hẹ tọa độ định xử khi đỏ có dạnịị
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■n‘'‘ =  (Ifag ( 1 , - 1 , —1 —1), rij =  —ỤịO.
Thav (23) yiio (22) Tà chú ý rằng =  0 fa d ư ợ c :

VkO'  ̂ =  p. (24>
bay là

vi^n' + 'T^kn" =  p. (2r,)
Đặt =  ỏ ^ n „  (26)
Từ (25) ta thu được phương trìnli ti’uừiiỊạ; liãp dẫn tô  hirớng [4]

^ n '‘ + n j i ' ‘ =  p. (27)
Ỹ nghĩa và kết quả của Irường hấp dẫn vò hướng này được xẻl trong [5].

Bâygiờ  chủng ta xét sang điện động lực các hệ quy chiếu phi quán tinh ;
khi đỏ ĩ  =  0 và phương trinh (22) có d ạ n g :

dL —  /  ƠL \

đ ỷ  ( dyrf-* )  "  ' *̂>1
Cho hám Lagrange của Irường điện tù trong hệ khồng hòlônỏm dưới dạng

sau

L  ------ ỉ _  -  J'- A,. (29)
4

ò  đây

1)̂ “ = e ’‘"“ 'E„a.E,„ =  2v|^A„]. . (30)
e là t enxơ  diện từ  thầm. Thay (29) Tồo (28), chú V l ằ n g  ờ đẻy =  A 

ta đưộ c
VlkE„n] =  0 . (31>

Phương ti inh(30) vá (31) đối với hệ quv cùiếii quay đưực xét liong [ 0 J.
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HryeH Ban Txoa
KOBAPHAHTllbirì BAPIlAUHOHHblfi riPHHUnn B nPOCTPAHCTBE

A‘i>0>HHHOri CBSiaHOCTH
KoMMyraTi iBHoe  c o o T n o m e m i e ,  TCCpCAia f a y c c a  II BaphamiOHUhofi  n p H i i m i u  

OỖOỐmCHU B npOCTpaHCTBe aộộiiHHOii CBH3H0CTJI H BOoốmc B Herj.lOHOMHUX 
KOopAJiHaTax.  B a p i i a m r o H n o e  y p a B n e i i i i e  i iMecT BỈIA ypaBne.ỉ ỉHH S f i . i e p a  — J l a r -  
paH>Ka. P a c c M O T p e n H  ypaBUCHi ic  cK a . i J ip H o r o  r p a B H i ' a m iO H H o r o  n o / H  B n p o c -  
TpaHCTBe a ị 4, . . : ' !ioii CK513HOCTH ỐC3 K p y u e i m a  H vpaBiieHiia  s. ieKTpo.iarHHTHoro/ 
nOJIH B HerO.IOIlC.MHOH KOOSpAỉiHaXHOỈÌ CilCTCMe.

L =  n ,  +  ?0 . (23)
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íguỵén văn Thoa

COVARÍANT VARIATIONAL PRINCIPLE IN SPACE 
OF AFFINE CONNECTION

Commutative relation, Gauss’ theorem and variationiil prinsiplfi are gene- 
Ịalizctl in space of alfine counectioa and generally for nonhốlonomiccoordin- 
ites. Varialional equation receivc a form of the Euler-I^grange’s equation. 
Ị"he equation of Ihe scalar gravilalional field in space of nontwisted affine 
l on n ec t io n  and equations of the eloc iromagnet ic  field in nonholonoinic coordi- 
lates system ase considered.

Nhận ngày 20-4-1985
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