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VỀ MỘT LỚP PHƯƠNG TRÌNH VỚỊ BỘ TOÁN TỬ 
GIAO aOẮN

NGUYỄN VĂN MẬU

Tiong bài này sẽ chỉ ra rằng TÓri một sổ gii  thiết vè lính giao hoán và khả 
hịch đổi với bộ toán tử :

T =  Ị T i , T 2 ,..,;T„Ị (1)

cóthễ chuyền hàu hết các kết quả quen biễl của lứ|) loán tỉr đại s6 :

ng lớp toán tử sinh bởi T. Mô hinh đưa ra ở đây đă khái quát hóa được nhiều
ó hinh loản tử kỳ dị trừu tượng riỗng rẽđirợc xót trong [1—5],

1. Giả sử X là một không gian luyến tính trên c. L (X) là đại 8 0  các toán tử 
yíii tính lác dụng trong X :

L (X) =  [A : X - > x  . 9) (A) =  X, .1̂  A c  X]
Giả sử trong L (X) cho bộ toán tử T"dậng (1) cỏ các tính chất s a u ; 
o r r ,  Ti] =  T , T j - T j T i = 0

2) Tj khả nghịch khi tức tồn tại Rjj sao cho Tjj Rij =  Rij Tij=l
- đ ơ n  vị Iroiig L (X)

Ký hiệu s (T) là tàm đại số của ' f t r o n g  L (X) ?
( t ) : =  [A €  L (X): [Â,Tj’j = 0  j =  1,2....n]

ĩ  tháy rfing al  ^  s  (T) ; Tj , Rjj ^  s  (T); Ajj ứng vời mỗi T ^ S (T )  la đặt
Pi (T) =  n  ( T - T j )  R,.J ; i == Ị, 2,...n {2(

i-i=̂
ỉr dụng còng thức nội suy Lagrange [l), la dễ dàng cliứng minh

5 dề í :  ỉ  Pj(T) =  I , vT  €  S (T )  (3)
— 1

Thật vậy, từ (2) ta c6  ngay Pị (Tj) =  ỏijl troDg đó ỗij — simbôn Kronecker. 
ừ đó suy ra :

Q (T,) =  ỉ  Pj (Ti) - 1 = 0  v i  

ay 

Q (T); -  ẳ  Pj ( I ) =  1 =  0 ; V T €  s  (T). đpcm



Bồ đầ 2: Nếu T e S ( T )  và n  (T -T j )  thi pị (T ) ; i -  1,2.....n lập thành bẠ toán I

chiíu trực giầo:
p, (T) p, (T) -  ôị, Pj (T) (

Chứng minh. ThẠt Tậy, khi i j thl
Pi (T) Pj (T) =  n  (T -T^)  n  ( T - T „ )  R„, =

kT<=»i m-^j

= n ( T - T J  n ( T - T J  n n =  0
K - l  k̂ i=i

Tiếp theo, từ (3) iuy r»

2 p, (T) Pj (T) =  (T)iiay p, (T) p, (T) =  Pj (T) đpcm ^  
i—1

Trường hợp riẻng, khi T =  0 ta đ ặ t . P j : =  Pj (0)
thi cỏ thễ phát biếu c á c  kết qnScủa bS đè 1 yà 2  như s a u : .

Định lỷ í  : Già sỉr T =  ỊTị , T2 ,..., l'nị tbỏa^măn các diều kiện (!, í) Tà

3 .  n  • =  0
1 - 1  '

Khi đố ì  p, =  I ; PiPj 8 ijpj ị

2 Vố/I d ì chỉnh quỉ hóă và lièu chuằn khả nghịch.
Trong mục này, giữ nguyên các ký hiệu nhir trong § 1 , ta {ịiả Ihiểt 7 1 hôa mãi

cốc điều t iện  1 ), 2 ) và 3) của định ly 1 . — I

Xét loán lừ A : =  A (w) =  i  AjWi (d

trong đổ w =  s  Wj Pj ; Wj ^  s  (T) ; A j$L(X) (f

BỒ đề 3: Đậl Xj PjX; j =  khi đỏ X =r 0  Xj và Xj bẫt biến đíi  TỚ1 toá
tư w dạng (fi)

Chửng ni/n/ỉ. đtrợc suy trực tiốp lừ định lỶ 1 (công ihức (4)). và t inh Ịia 
hoín cr.a \v  vỏl các P j . •
Bh đê 4: Mọi (oáB lử A dạng (5, 6 ) đèu có thề bièo (liễn (iiíứi d«Dg:

A =« S A (Wj,) I \  (7
k =  i

Chứng nũnỉì. Trước hết nbận xét rằng

W'‘ =  2 Wjk p, ; k =  0, 1,,...



.ni

ễ dàng chứng minh bằn^ qny nạp toán học) 
ừ đỏ auv ra ;

Sử dựng bièu diễn (7) ta cố thề phát biều cảc tiẻu c;!iníỉn khà ngbich vá đièu 
ện chinh quy hóa đối TỞi toán lử A dạng (5, (’/* n!nr Him:

Đlnli lý 2 : Giả sử T  Ihôa mãn cácđièu kiện 1) -  3). J lá iđẻan hai phia ti ong
(X) và |T j , Aj] C: I Vij • đó, nếu các A (Vi’, ; khả nqhich và

A (Wj,) Rk =  Rk A (w J = J
3 Ì toán tử A cho chinh quy hai phla Ra theo iđêíin .ĩ vri

n
R a =  ấ  Rjj Pk 

h -l

Chứnq minh  Dễ dàng nhận được bằng tinh loản trực liếp.
TrườuRhợp riêng, khi iđêan J =  0 t;i có:

Định lỹ Giả sử T fhỏa mãn các điều kiện (I, 3) và I r, , Aj] =  0 ; A.j
l\ic‘Aj $  s  (t )). Khi đó, điều kiện cần và đủ đỗ toán lử A clụ:>q (5, ()) klià
ghịoii là các loán tử A (Wk) khả righịch.

Cbứag minh. ĐiỄu kiện đủ là hệ quả tnrc liếp của định lỹ 2. Ta chứng minh 
iều kiệu cằn. Xét phưong triiih Acp =  f trong X. Thẹo bồ đề 3 thl phương trinh 
láy tưưiiịị đưonẹ với hệ :

A (Wj) (fj -= fj ; j =  1, 2....... n.
fPj. fj 6  Xj

' Ậ y  n ế u  A ( W j ) ( j = f i x e d )  k h ô n g  k h ả  n g h ị c h  t h i  p h ư ơ n g  t r Ì D h  t ư ơ n g  ứ n g  A ( W j ) c p j  =  f j  

s khòng luôn luôn giải đirợc irng vAi mọi fj ^  X j , suy r* ph t tong t r loh  AT> — f 
.hông luòn luôn giải được Af ^  X, đièu này trải với glả thilt .  Ta được điốu 
ihải chứng minh.

3. Đặc trưag chiầa. Khi J là iđêan Fredholrn hoặc iđêan tựa Fredholm vả 
!ạỉ số đà cho lá chinh quy được theo một iđêan nào đó ([2 ]) thj hoàn toỉin tương 
ự như trường hợp loán tử đại s6  (xem [2], t.84) ta dễ dàng chửng minh :

Đfu/ỉ/ý 4. Già sử i’ thỏa mãn các điều kiện [Ti, Tj] =  0 Tị — Tj khả nghịch

.hi i j ; n  Tj =  T. ^  J trong đớ J là iđêao hai phia tựa  Fredholm trong đại 
J - I

6  L„ (X)G L (X). Già sử A toán tử dạng (õ, 6 ) trong đ ó :

1. A , € L „ ( X ) ; [ A j . T , ] 6 J  V, ,

2. Tồn tại các chinh quy đơn Rk của A (Wu) theo J.

Khi đỏ toán từ A + T có đặc trưng chiều hữu hạn vỏfi mọi T c  f. Ngoải ra, 
léu J là iđêan Fredbolm t á  Lg (X) là đ|iỉ s6  chỉnh quy dưgrc theo một iđỡan

^  Lo(X) nào đó thi
Jnd (Ằ + T) =  Jnd A <  oo , V ^  I



4, Ăp dụng trong phương trình

Trước hết ta xét phương trinh sinh b&i q u i  Iriiih lặp [4] aau đây;

Q c ị: =  n  (T -T j ) fp  = f  (8
j“ i

trong đó T tbỏa màn các điều kiện 1) và 2) trong [4|, T 0)

ỉ i ò đ ầ 5 : K e r Q =  © Xj“ ; Xj« = 'P j  (Ker Q)

Chửng minh  được suy trực tiếp từ bò đề 3.
Định lý 5. Phương trinh (8 ) giải đirợc khi và cbỉ khi các phương trinli

(T-Tj)(pị n Ilijf 0 = 1.2 ,...,n) (í)

giải được vT  ^  s  (T. Nghiệm củ> (8 ) đưực Hnh theo công lhức:rp — ẳ  Cf

trong đó cpj là nghiệm của (9)
Chựng minh. Giả sử (9) giải được và (rpi, CP2 .....Tn) là nghiệm của ní. Khi đỏ

theo bô đè 1 , la cỏ*

n  ( T - T j ) |  cpi =  ẳ  n  ( T - T j ) c p ,  n  ( T _ T j ) ( T - T j ) c P i  =
J -I  i“ l i“ I i - l  i“ '

=. ẳ  n  ( T - T . ) R j i f =  2 P i ( T ) f  =  f. Vậy f  là nghiệm của (8).
1-1 i - i  • i - i

Ngược lại, nếu 9 là ngtiiộm của c8 ) thì cpj =  Pj(T)(p sê là nghiện của (9) 
Thật rậỹ,

( T - T i )  q-i =  ( T - T i )  n  ( T - T j ,  Ri,cp= n  Rjj r’i (T -  Tj) =  n  Ri, í .  điều 
, i^ '  j =  í j=f i

phải chứng minh.
Nhận xét l ằng, từ bô đỀ 5, la suy ra (pj xác định duy nhăt theo 9.
Tiểp theo, ta xét mộtlớp phương trình sinh bởi 1' Ihỏamãn các điếu Ikiộn 1 —

3. trong § 1.

Xét đa thửc Q (1) =  Y* A. T “
- - 0  (1 0 )

t r o n g  (’ ỏ a  là  đ?‘ cl i ỉ  s ổ  : a  =  ( a j  , 02 () ; Oj — n g u y ê n  v à  I 0 II =  a i4 -
oj + ...+ otn ; T” =  T]*íT2”^...Tn "° nhộn xét íằng

Bò đê tì: Ti p, =  l’j p, 'và T, Pj =  Tj ( 1 1

Thật vậy. I'iPj =  n  Tj n  Rjjj =  0 khi i j và tứ đẵng thức Ê Pj =  I t a s u v  
j =  l k=fj j - l

ra TịPi =  'ì\

Định lịi 6. Giítsủ- A„ ^  s  (T), khi 'đó phương Irlnh Q (T) (p =  f  (trong ái 
Q (T )  Cù d ạ n g  ( 1 0 ) )  (12)  g iâ i  đưọrc  k h i  v à  c h ỉ  k h i  cá c  p h ư ơ n g  t r ỉn h



i iđưực  troníỊ.Xj. Nghiệm của (12) được (inh theo cỏn<’ thứccf =  s  cpjTj trong 
) là Iighiíiii tủa  (13/, ’
lírng minh đưựư suy trực tiếp từ Bô dề 6 (cốnỊ> Ihửc (11))
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ryen B: H May
OB OAHOM K^ACCE ilHHEỈIHblX yPABHEHHÍÌ nOPO>ỉ(iZEHHbIX 

KOMMyTATHBHblMH OnEPATOPAMM

PaccMiiTpHsaeTCH OAiiH KJiacc onepaTopoB nopojKAeHHUx iiaốopoM KOMMy- 

h’liBHUX oricpaTOpOB fT i , T j , ..., T„] =  t"

A =  E A, \v i; w =  s Wj p.
j - o  j - i  '  ”

|c  Tj — Tj oỐparnMhi ( i= ^ j ) ;  P —npoeiíTOpH nopoKAGHHbie Tj cooTBeTCTBCHHO ;

J €  f p ( ' 0 — U C I I T P  T  B L ( X ) .

IloyiyqenH yc îOBiiH neTepoBOcTii, KpiiTepmi oốpaTiiMOCTii n HBHufi BHA pe. 
If.THpiuaTOpoB. JXan&&,  AaCTca iiCKOTOpue npii;iOH{eHiiH K cooTBeTCTByiomiiM 
DaBHGHHaM.

gnyen Van Mau
ON A CLASS OF EQUATIONS WITH COMUTATIVE OPERATORS

Consider a class of operator equation generated by commufative operator 
’ ị , , . . ,  r„) when I ' i — T j  inTertible (i=^j) .

Pjf (13)

A = 2  A . w j \  W = Ễ  w . p ,  j-o j-i

here Wj belongs to the algebra center of (Ti in L (x). Some cri teria for
g u law p era to r s  to be Noehter, inver tible and their  explicit form are given, 
t ier tbal, we show some application to solve corresponding equations.
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