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NGUYÊN LÝ BIẾN PHÂN DÙNG VI PHÂN LIE VÀ CÁ(  
BỊNH LUẬT BẢO TOẰN TRONG BIỆN ĐỘNG Lực HỌC CÁ( 

MÔI TRƯỜNG LIÊN TỤC
N'GUYẺN VÃN' T H ỏ i

Đạo hàm LiỂ Tà vi phân Lie đổi với các lenxơ và cốc đối tưọng hinh họ< 
lần đầu tiên được đè cập đễn trong các công trình cùa Slebodzinski (1930) vầ 
sau đó được áp dụng rộng rẵi đè nphiên cứii sự chuyền động cỉiacác không giai 
say rộng và đẽ lẫy biến phân. Ngà}' nay đạo hàm Lie và vi phân Lie dirạc sủ 
dụng rộng rãi trong thuyễt tương đối. Trong bài này vi pbân Lie đượctỗng quái 
hóa trong trường hợp các phép biến đôi tọa độ có tham sổ tập thề và ingdụng

* c ố a  c h ú n g  đ ề  r ú t  r a  c á c  đ ị n h  l u ậ t  b ả o  l o à n '  t e n x ơ  n ă n g  x i i n g  l ư ợ n g  r à  t e n x o  
m ô m e n  n ă n g  xun f>  I i i ợ n g  ; r o n p  đ i ệ n  đỘDí Ị  l ự c  h ọ c  c h â n  k b ò n g  ( h i ệ p  b ế n L )  v ả  

trong điện động lực học các môi trường liỏn tực (liiộp biến Y)

1. Vi ph&n Lie vó-i các chi BÓ và tham 8Ố tập thề.
Chúng la định nghĩa vi phàn Lie theo Schoulen [1] như sau:  Cho tro.ig không 

gian Xn trường của một đòi tượng liinh học qN phu thụộc và,o tọa độ. Tenxơ nàv 
có D chl sỗ, được kỷ hiệu bằng chữN' clio gọn và gọi là rJìt số lậplhầ. í;ối iưạng
này pọi là cỏ đặc tinh nểu ta biết côn(ị Ibứo biến đồi fác thành phàn cLa r,ố khi
thực hiện pbép biẽii đôi tọa dộ. Trong trườntỉ hợp riỏiig. đối vói phép biẾn dồi 
dịch chuyền ta có

k. _  .,V’ n _  u , u , (UX = X = X + V (Icú '

Irong đó v'‘ là niột híim vectơ nào đó, còn tlcD là một tham số vô cùng bé. Phép 
biến đôi gọi là phép biến ;lôi có Ihain xỗdơn llứ. Ta lông quát hóa phép biến 
đối (1 ) như san :

.3 + vỉ 'o)" + ... (2 ):

v à  }ỊỌÌ p h é p  b iế n  (lòi đỏ  là p h é p  b i ế n  đ ô i  tọa đ ộ .c ó  Z/iO/7i .vổ/ợ/j f/iề. Tron^ t iườnR  
hợp riêrg nếu

yk _  gk _  gk _  gk (3)
u  n n i u  ni  n u III

còn các hệ sổ khàc trong biến đồj (2 ) clều không, tu cỏ:
x“’ «  x'‘ +  +  dw'' +  x„ (4)

rồ ràng là tham s6  ỏ' sỗ hạriịỊ tbứ bu vế phải phản xún|J theo (ốc chĩ số k, n 
P h ^ p  b i ế n  ( ỉ ò i  ( I ' t rọi  là  p h é p  b i ế n  đ ô i  c h ụ v ề i i  đ ộ r ! j j  v ồ  c ù n g  n h ỏ  ( p h é p  M ẽn  d ô i .  
I.orenfz kliòrg tiu.iin nbăt). Phép biển đơi này bao gôm biến đồi dịch chuyên 
x'‘" =  x’‘ +  cIm'' vỉt biến đ í i  quay x*" =  x„ dw’‘“.



Bây ịỊÌỜ chủng la ■xét tại điềm hai giả tr ị  của qX : 1 ) (i,á Irị tự nliiín của 
Ịố tại điềm x'‘’ cũng đưọ-c xác định giỗng như giá của nố tại đièm 2 ) Irị 
éo theo qN tại đièm x‘‘’ nhận tử giá trị tự nhiên cùa nó tại X*' bàn{í phf-p biến 
lồi tọa độ (2). Khi đỏ vi phân Lie của đ 6 i tượng liinli học đã cho lại điềm Lẳng 
íiệu giTra giá trị tự nhiên và giá frị kẻo theo củíi I.ố (ại điếm k'*’ khi lẫt câ cátí 
ỉiain s6  Irong (2 ) đt“u tiến đến khòDg, tức là

ô"qN =  lim [ qN (x'^’) — qfs (x’̂ ') I (5)
L

2 . Cãc đ ịnh luật bảo toàn trong  điện động  Iụ'c học chán' Uỉiồng

ỉ)ĩ  thu được các định luật bảo toàn chúng fa sir dụng nịỉuyén lý biến phán 
lùng vi pbàn Lie, tức lầ trong nguyên lỷ hiến phủii này các toán tiV biến phân 
tược thay bSng các vi phần Lie.

Trong điện (Tộng lực học rliân khồng hoặc trorg  lý 'l.iiyếl điện tử Lorentz 
làm táo (lụng của trưởng điện từ cỏ dạng

s  =  -  /  Fi'‘ F ., (0)

rong đó tenxơ F cỏ các chỉ sồ' Irên là tcnxa cảm ứng điện fử, còn teuxơ F có các 
;1ii s6  dưứi lá tcnsơ ciTòng độ (ỉiộn từ ;  các tenxơ n à j  đưọ-c lién liệ Tỏ*i nhau 
>ằng các lenxơ metric chân khòng, ở hệ SI chửng có dạng [2]:

g“' =  - ^ d i a g o .  - l . - l . - l )  (7)

3i(ju 'I "n ờ (rong (()) (enxơ câm ứng điện lử qua tenxơ cường (lộ điện lừ, sau 
ỉ ó  c h ì  l í y  b i ổ i i  p h à n  c ù a  s  l l i f o  t e n x ơ  m e t r i c  l à t e n x ơ  đ ặ c  t r ư n g  c h o  c ầ c  t í n b c h ẫ t  

Í6 i xứng của khỏng gian. Cuối cùng la Ihu được

ĨI ong (ló

« s  =  -  T i » v = i - ô f e d ‘ i  (S)

K - - -  F‘" +  T  «L I-'"" F „ „  (9)

rà được íỊọi là lenxcr năng .rung lirợnọ cùa trường điện từ Irong chởiì khùng 
Dựa váo định nghĩa (5) và chú -ỹ rằng ờ đấy tenxơ metric không đôi ta có

ôgi. =  dilk +  duĩi ( 1 0 )
I ■*

\ ế t  hợp cảc công tỉiức (4, 8 . 10) và áp dụng định lỷ Gauss đối với một Yùagrộng
hạn, ở đó cácthatu số triệl liêu, sau một s6  phép lính đơn giản ta Ihu được

ÔS =  - i  /  +  d^x , (11)
L c

I r O D g  d ỏ  •

=  Ti'‘ X" -  Ti" 1 *̂ ( 1 2 )
I’à đưẹc gọi là /ín.iơ mồmen năng xung lượng của trường điện từ trong chăn 
không. VI cấc tham số I rong ( l l )  pbản xứng theo các ckỉ s 6  k,n và tenxơ năng
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xang lượng (9) l«i đ6i xứng cũng theo bai chỉ s6 đỏ nỀD sổ hạng thứ ba trong
(11) bị triệt tiốu. Cho biến phản của s  bằng không và chú Ỷ rẳiig các ham 8 Ố 
trong ( 1 1 ) là hoản toàn bất kỳ, ta được

diTi'‘ = 0 ,  diMi*'" =  0 (13)
Như vậy từ một phương Irình bién phân trong trường họp biến đối chuyèa 

động TÔ eùng nhỏ ta thu được hai định luật bảo toàn, đó là định luật lả o  loàn  
tenxơ năng xung lượng (9) và định luật bão toàn tenxơ mômen năng xuag lượrnỉ
(12) của trườag điện từ trong ch&a khÒDg. ở  đây có một điều cần chi ỹ là ố 
trong chân khòng khống gian đồng nhát và đẳng hướng tenxơ năng xutg lượng 
đối xửng nên cả hai định luẠt trèn đồng thời được tkỏ« mãn.

s .  Các định  luật  bảo toàa  trong điện động lực kọc các mữỉ t rư ờng l ien  tục

Trong cảcmổi trường liên tục, đòng nhít ,  đẳng hưởng, hàm tảc đựng của 
trường điện lừ thu được bằng cách tSiig quát hóa (6 ) dirới dcng sau :

s  =  _  ^  d"x (14)
4c

Trong đó cảc íenxơ D và E là các tenxơcảm ứng và cường độ điện từ tìongniôi 
trường đ& cho, chúng được liên hệ TỚi nhau nhờ tenxơ điện từ thầm '1’amm, ở 
trong hệ SI tenxơ này cò dạng [2J.

e i “ = - L  dia e ( i - 1 .  - ĩ ,  - 1 )  (15)
V li

Như tậy  tenxơ Tamm (15) trong hàm táa (lung (14) đóng hai vai trò, liứ nhát 
nó lả tenxơ điện từ thằm của môi trường liên bệ giữa các tenxơ cản ứng và 
c i r ỏ r n g  đ ộ  đ i ệ n  l ừ ,  t h ứ  h a i ,  n ó  l à  ỉ e n x ơ  m e l r i c  k h ò n g  t h ờ i  g i a n  I r o n g m c i  t r ư ờ n g  

liên hệ giữa các thành phần hiệp biến và phàn biến của các tenxơtrưcng điện 
từ  và qui định đơn vỊ đo các đại lượng điện từ trong môi trường đỏ. \ 'hư vậy 
hàm tác dụnrt (1.1) írng với eác phurmg trinh Iriràng điẠn tử Irortg mòi 'trưiVng 
đồng nhát, đẳng hướng, trong hệ quy cliiẾu quán tinh điện từ của mói ttrtrờng 
đỏ [3. 4. 5]

Bẳng cổch lập luận tương lự như trong mục 2 lức là chỉ lấy biến p iâ n h àm  
lác dụng (U)  theo cúe tenxơ Tamm (ìõ)  và áp dung định lý Gauss ta t iu được 
c ác  h ệ  th ứ c  b i ê u  d i ễ n  các  đ ị n h  iuật  bà o  t o à u  tc í ixo n ă n g  xuDg lưỢDg ■'ài l e n x ơ  
mômen năng xuoịí lượng trong mòi trường. Cốc hộ thức rày hoàn toài gi6 ng 
các hệ thức trong chôn không (13) nhưng bfty giờ các tenxơ này đvọrc bièu 
diễn không phải qua các tenxơ cườug độ vá cảm ứng điện từ írong chôn khổng 
nữa mà qua các tenxơ cường độ Yàcảm ứng điện từ troug môi trướng. Trong 
Irưừng họp riêng ta có:

t L -  -  D'° E t .  +  ^  ỏL D“ “ (16)

Ta nhận tháy rằng tenxơ này đối xứng, thực Tậv

=  e"'  ̂ ĩ \  =
w c s  V |J l ĩx <17)

c s V f i  n jab 1



rong đó w là mật độ năng lượng trưỏrng điện từ, n là veclơ Poynling còn 
là tenxơ sức căng Maxwell trong m ôi IrưỜDg.

KhẴc YỚi lý thuyết trường điện từ Irong hệ quy chiếu quán tính điện từ 
lý thu yft hiệp biến Y) mà la đẵ Irlnh bày ò trên,  lý thuyết hiệp biín L (lỷ thuyết 
•irờng điện từ trong cấc mối trường được xét tron£ hệ quy chiếu quán tínb trong 
hân k hỏng—hệ Lorentz) tenxơ năng xung lượníỊ Minkowski có d*ng [2]

w c e ịx n
Ti” = ĩT

e 4
(18)

.'enxơ này không đổi xứng. Tính cbất khổng đổi xứng của nó đs gầy ra một cuộc 
ranh Iu<in lâu dài (xem trong [2]). Cữngyl tenxơ Minkowski không đổi xứng nén 
e n x ơ  m ò m c n  n ă n g  xung lượng riêng củ a trường điện  từ không  đ ư ọ c  bâo loàn,  
ĩ i i i ô n  c h o  t e n x ơ  n à y  đ ư ọ - c  b ả o  t o à n  c ằ n  p h ả i  b ố  s u n g  T à o  n ó  t e n x ơ  m ô m e n  c ơ  
JỌC củ a  chinh m ỏ i  trường, ở  tro ng  hệ q u y  c k i í n  quán l ính đ iện  từ trong  môi  
rường,  tenxơ năng xutitỊ lượng (16^ hoàn toần đối xứng, đé là do trong hệ này 
rường điện từ và môi trường được xét thành một thỉ thống nhát, điSu đó thè 
liện ờ chỗ tenxơ metric của không thời gian phu thuộc vào chinh môi trưởng,  
inh chát đổi xừng cùa môi trường cũag là tínb chất đổi xứng của khOng gỉan 
ỉk tenxơ mômen năng xung lưgrng được bảo toàn một cảch tự động.
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Kryen Bail Txoa
BAPHAUHOHHbltÌ n P H H U H n  c  ZlH<í>EPEHUHAJIOM J1 M H SAKOHbl 
COXPAHEHHH B S/IEKTPO/ỊHHAMHKE MATEPHA/IbHblX CPEJI

B  3 T 0 Ỉ Í  CTBTBe A H Ộ Ộ e p e n u ỉ i a ; !  J I i ĩ  o ố o m C H  B c j i y q e e  K o ; i ; i e K T H B H o r o  3 a i < 0 H a  

n p e 0 ố p a 3 0 B a H H f l .  B a p n a u H O H H H í i  n p i i H U ỉ in  c AHỘỘepeHi ỊHa ; iOM J I h  Hcn0;i i>30BaH 
Ã.ia BUBOaa caKOHOB c o x p a c H H H  B J lope Hue-KOBapHaHTHOft  3; ieKTpo; iHHaMHKe 
Ba Ky yMa  II B y -K O Ba pn aH TH O ữ 3 ;ieKTp0AHHaMHKe MaxepHa^iBHHX c p c A .  r i o K a -  
3a H o,  'ITO B y -K O B apH aH T H Of i  9 ; i eKTpoaHHaMHKe T 6 H 3 o p  S H e p r n i i  - i iMnyyibca 
cHMMGTpii ' iHHii '  II OflHiiM Bap ii auHOHHUM ypaBHeHi ieM n o ; i y q e H H  o ố a  3aK0H0B 
c 0 x p a n e H i i « v T e H 3 0 p a  s H e p r ỉ ĩ H - H M n y . i b c a  11 T C H p o p a  MOMeHTa s H e p r n H - H M n y n b c a
a . i e K T p o M a r m i T H o r o  no . iH ,
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Nguyễn văn Thỏa
TMÊ VARIA'I'IONAL PRINCIPLE WITH A LIE DIFFERENTIAL A.\D THE 
CONSERVATION LAWS OF ELECTRODYNAMICS IN MEDIA

In the papỂr a Lie differential is generalized in the cage of eolleclive law of 
tr»nsformation.  The Tariational prineiple with a Lie differential is u i e d fo r  
receipt of the conseryalion laws in Lorenlz-covariant eleclrodjmamics in Ta- 
cuum and Y-cotariant electrodynamics in media, It gJlow that the kTiaor of 
energy-impul*e is symmetrical  in Y-covariant electrodynamics in ratdia and 
both of the conservation law* of the tensor of energyimjinlse and f*nsor of 
monaent of eaergy-impulse  of electromagnetic field are received by one 
varialioDal equation.
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