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ÍÙI Đức Tiến

‘HƯƠNG PH Á P HÀM TRÔI LIAPUNOV VÀ 

\AĨ TOÁN BIÊN TUẦN HOÀN PHI TUYẾN

Trong bài này ta  sẽ nghiên cứu 8ự hội tụ c\5a phương phi.p ỉặp đon giải bài toán biền tuần 
>àn phi tuyến:

= 0 < í  < 1 

x (j> ( c )  *  ; = Õ ^ T - ' l

íng phưcrng pháp hàm trội Liapunov.

1. D Ạ N G  T O Á N  T Ở  CỦA BÀI TOÁN BI ÊN T U  AN HOÀN

Trong phần này flè đưa bài toán (1) Vf dạng toẮn tứ- c6 the áp dụng đirqrt phương pháp 
,111 trội Liapunov.

1.1. Đ ư a  bài toán  biên tuần hoàn về dạnR toán uV 

BỔ de.  Không gian

*  -  c i K n  {* e  CÍ 1 | : *o , (0) = X<J,(1) ) -  5 ^ n Ị

i chuẩn Vx € X, | | |x|ị |  =• max(| |x| | ,  | |zỉn,Ị|) = maxima* |z(t)l. max lI<flỉ(OI) a  khỏng gian
C6|'*1| «r |0.1)

.n&th.

C h ứ n g  m i n  h: D Ỉ  d ẳn g  kiểm tra III III lÀ chuẩn T.\ tỉ>íì phAi ch ứ n g  min!» khổng gị*n X  
i chuẩn  n ày  là đầy  đ ổ .  GiÀ BiV {x*} lả dày cơ  b in  trong X ,  #uy ra  { x k } và  {** '*}  là c*c dẵy
b i n  t ro n g  (?|0 lị v á i  chuẩn  Vy 6  C \o lị, ||y| =  inax |y(OI

I€|0,t|

Do (ƠỊo.ỉỊi II II) là  không gian Banach nên ton tại x ,y lt €  C|o 1| cho  X* X và

1 - Ẳ  yn . T a  tẽ  c h ử n g  m inh  X €  X
k  —  o o

x<t x[ Jỉ(í) = x^fl (0) f  Ị  z'kf,l{.*)da Lấy lích phàn ha» v í  từ  0 «lếu 1 và chú ý r ing

;  « ô ; n , u  cứ

l t

o  = * ! " - > )  + Ị  dt j
0 0
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Nền

xi " - 1 ) ( 0  =  Ị  xik ] -  Ị  dt Ị  **n , (*)«k ' ị  yn {a)da -  Ị  dt Ị  y„(í)á* =  yn _ , ( t
0 0 0 0 0 0

suy ra

ỹ n - i ( t )  =  y„(t) và y„_i(0) =  lim 4 "  11 (0) =  ;lim x[n u (l) = y„_ I (1)k — oo k — oo

Tưcmg t ự

x["- 3 , (t) — • Vn-a(0 và ÿn-a( t)  =  y « - i ( 0 .  y«-a(° )  = yn-a(l)-
k — oo

tiến hành đến bưởc thủ (n -  1) ta có:

Xk(t) — ♦ yo(0> ýo(0 = y i(0 i !/o(0) =  y«>( 1)
k  —  oo

Mặt khác Xk — ♦ X nên X =  yo- Đó là điều phải chứiìg minh.
k — oo

Đặt:

Y =  C\0il\, V y g y  : Il y II =  max |y(í)|
1 '  t € ị ơ . i ị

Bài toán (1) có thề đưa về dạng phưcmg trình toẤn tít sau:

Ax  =  F( x)

t rong đổ A €  L ( X t Y)  ià toán tít tuyến tính gi<5ri nội, còn F là toáu ttV phi tuyến từ X  vào

Á : X — + Y  F : X  — * Y
X(t) -* x[n){t) x ( t )  — ỉ ( t , x , x , . . . , x in'

Đặt

ị I I  t i t

1

X ị  =  I X €  X  : Ị  x(s)d3 =  o ị  , X 2 =  I const Ị
0%1

Ki = { y € K :  J y(s)ds =  oỊ, y3 = {co,„ Ị
0

Chú ý rằng các kết qiâẰ ò  Ịl| đeu đủng đối vóri CẮC khôn# gian lỉày liên: X -- X
Y  - Y \  . y *  ker>4 = x 2t Im Á  = Yị.

Gọi À là hạn chế của A trên À ’ i ,  thì À cồ nghịch đ io  gióri nội Ả l . Gọi p  và Q ỉà c 
chiếu trên X  và Y  :

p  : X  — -  X ì Q : Y  — +YÌ
ì I

X — ♦ f  z(s)ds  y — ♦ /
0 0

Rỏ ràng IniÀ =  kerA, kerQ =  lmA nen:

X  =  ker^  0  kerP, Y  =  ImA  e  ImQ và r Ẳ ~ l = 0 .
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Gọả J  u  to in  tử tuyín tính giói nội từ  IniQ tèn ImP:

J  : ỉmQ —♦ ImP

c — ♦ c

T ừ |2| có (2) tương đương vói phircmg trình sau

X =  Px + JQF{x)  + > r  *(/ -  Q)F[x)  3  A/(x) (3)

1.2. X â y  d ự n g  i i” 1

Xét bài to in  bố t rọ  của bài toán (1)

tơ(o) = u>(l) = 0, u/í;)(0) = u»í;)(l) (y =  1, n -  1

Từ ỊlỊ, hàm Grin của (4) có dạng:

< * ' * > = { £
ûo +  d \ t  dn t n 0  t <  9

+ b ị t  +  • + bn r  9 <  t <  1

ong đổ Oi =  <**(*)> ti  =  M*)> t’ =  0, n được xảc định từ cấc hệ phirtmg trình sau:

E p r V ‘s ‘' ‘ “ 0’

V  i! 
£ < * - *(«' -  fc + 1)!

Ta  chứng minh rằng nghiệm của (6) tìm đirợc theo công thức sau:
«

ỗ 3 n ~*
Đặt Ci =  ——-— , thay vào (6) ta cố:

cn = 1
^  Õi 

ụ  -  *)!
C

^ fc = n - l , n - 2 , . . . l 0
irxk 'l ~

Phải chứng minh Õ, — V——7T- , » =  0, n
( " - » ) *

n  : đủng.

(«)

(5)

n!C„ =  1

k = n -  1, n -  2 , . . . ,  1,0 (ô)

Ci -  bi -  a , , t = 0, n 

ao s  0 (7)

6, .  - ( * -  l)!Cfc_t; t « ĩ ^ ĩ  (8)

' - 0 ’*  (9>



n — j  — k 

*jï
Vfc < „ :ÿ  ■ Ạ - .= ỹ  -  = V  I " 1)-- '

ả :  ( . _  fc)! -  (, _  *)!(„ _ ,)! y!(n _ J _

-  (- 1)n: ‘ V í  11'cí  - t C n  i r ‘ -o .
=  ụ  11 C" - ‘ -  ( n - J k ) ! 11 11 - ° -

Từ (9), (7) và (8) ta  có hệ n phương trình để xic  định bit t =  1, n

n _•» rv + k — 1

S ( t - f c +  l ) ! 6‘ =  ( -1)n_fc( n - f c + l ) !  ’ * = 1 , n
-C

b0 -  ( - 1) fi!

và n hệ thức để x ic  định O i ,  »  =  1, n

0j =  6j -  ( - l )n_* —- , * =  1, n
i!(n -  t)Ị

Oo — 0

Giằi (10) và (11) ta  x ic  định đưạc ơ(t ,a)  
Từ ịlị ta có :

1

* - * , ( < ) = /
0

V y e n

Thay vào (3) các công thức của P t J t Q t Ả 1 ta có:

1 ỉ 

ị t )  = Ị  X(s)ds  +  f n  x)(s)ấ9+
0 0 

ỉ 1

+ Ị (*)(<) -  Ị F(x)(r)dr]da =  A/(x)
0 0

1.3. Giảm nhẹ chuẩn

Bài toấn ( l)  đirọrc đưa v ị phưong trình tích phân (12) trong không gian X  gặp nhiều ] 
khấn dọ chuẩn III III khá “chặt*. Ta chứng minh rằng có thể xét phương trình (12) trong kh 
fi&n C (0 1) V<5Í chuẩn ||x|| =  max | i ( t ) |

Giầ *ử ring đom F  c Cịo 1). (Ví dụ, khi F(x)  =  ỉ [ t t x(t)).
Nhúng A  vào C|o 1]. Thác triển p  lên toàn C|o i|. Khi đổ (12) xác định trẽn domA/ »  domj 

CịO.lỊ-
Hiển nhtèn nếu X* €  X  là nghiệm cda (12) thì z* €  Cịo !| và đẳng thức X* =  M x * dủng tr

ữ |0.l|-
Ngưqrc lfi, nếu X* €  domA/ và thỏa mãn phương trình J* =  A/x* thì I* €  X  vì:
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w -1 ),
X *

i) Tồn tại ì ^ n ,(0  liên tục ( ^ n ,(0  =  ^ {t] = F (? ) (0  Ị  r ( ? ) ( r ) « H
0

ĩi)
i l l  1

? ( 0 ) =  y ? r(s )<i*+ Ị  F (? ))( í) . i í  + Ị ) { » ) - -  ị  F ( ? ) ( T ) d r } d »  =
0 0 0 0

i l l  1

=  Ị  ? ( « ) *  +  y  JP(z* ) (#) - « f c  +  [ ( ? ) { * )  -  Ị  F'(?)[T)dr]da = ? ( 1) .
0 0 0 0

^ > )  =  /  <»*)(*)-  /
0 0

*  /  d* ~ I  F & ) ( r )d f]ds =  * ? l 0 (1)»l‘ =  1»n “ 2
0 0

ỉ 1 I

(0) M(l)  =  - Ị ĩ í[n)(s)ds = -  I  [?’( ? ) ( * ) -  J  F(x*)(r)<ir]d* =  0.
0 0 0

nfra V i0 e  (C[o 1| n  cioinM) thì Zj =  A/(io) €  X. Do đó dãy xấp xỉ liên tiếp {ifc|x* =  
+ - > ) ) 7 , n x .  GiàsJ- | | x - ^ | |  — * 0 thế thì lljatfc -  1*111 —* 0 (vì

f  * K » l  k - + o o  k ~ * o o

| | * L " , - * í " ) ll =  l | í ,( * f c - i ) -  /  F ( x fc- , ) ( r ) á r - ( / ( ? )  ■• í  F ( ? ) ( r ) á r ] | fc—  0 )
0 0

Á p  d ụ n g  CÁC k ế t  q u i  c ủ a  lý th u y ế t  hàm  trò i Liapunov Ịs| cho (12) t r o n g  m ộ t  số t r ư ờ n g  hçrp  

i the chi ra được 8ự tồn tại và duy nhắt nghiệm và 8ự hội tụ cilau quá trình lặp đốn nghiệm

Trong phần tiếp theo ta  sẽ xét một trư ờ n g  hợp cụ thế cỏa bài toán (1).

2. T R Ư Ờ N G  H Ợ P  CỤ T H E

2 . 1 .  Xểt bài toán (1) trong trirờng hợp n = 2 và vế phài f ( t , x )  =  / i í O 1'» /« (0  ^  c^c
____ »=0

iiên tục (i =  0, m) / i ( í )  =  const. Tức là:

i  =  £ / . ( 0 * \  0 < t < i
i*0 VAÍ>J

z(0) =  z( l) ,  i (0)  =  i ( l )

T ừ  (10), (11) và  (5) t'a có:



do đó

« M - <  ỉ  l ỉ  * " 4>
( - | - | ) ,  + T  + Ï  ' < ‘ í '

a o ( M )  í ( - % * +  ” ) + ( - - ■ ) <  0 í < í *
dí I , 32 v

0 < t < l

1

sr(0 = /
0

2 2 12

T ừ  (12) ta  có (13) là tưomg đưcmg với  phương trình sau:

( 0 = Ị  í 1 + — "  0 ( 0 ] / 0 ( 3 ) ^ + y  [ i + / 1  + ~ Sr( 0 / » Ị I (*)^Í+
0 0

+ YL Ị  t 1 + dGgị~~ -  ?(«)]/. («)*’ ( » ) *  =  M(x) (17)
<=2o

TVong không gian Cịo 1|. DomM — dom F = C|<) | Ị .  

Đặt

1

di =  max í  |1 + / i  +  — ị ^ / t  g(t) f \  \đs =  
eeịo. I|y ơf

0

=  i/il "1^1 í /  l ï W 4 ~ 9 7 ~ â~ lrflf+ /  l ẽ ( 0 +  l‘H  (*8)
0 <)

trong đổ ỹ(í) s s - i - . f l . -  9(f), / j  ^  0 
h

Các bieu thức dưói đấu tích phân đeu là tarn thức bậc 2 theo 9 nền ta có th£ khỉ/> sá t  chứng
và tính đứng đưọrc các tích phân đổ:

25 2
Đăt: A =  — + ta  có-

12 f ị

dị  =  <

1 -  / i  khi / i  <

/ i  ( 4 A / Ã  “  *A í ) khi - — < / i  <
3 2 24 i l  71 25

1 -f / t  khi — — <  / i  (21)

- 1 - / )  khi / i  < - 7 7  (19)

24 . .
i  ,20)

VI áị  > 1 khi /  < —2, nên trong các trưÒTìg hạp tương ứng lhồng Ẩp dụng drọrc phtrcrni
pháp hàm trội Liapunov.
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Ta cổ

1

max /  \fi{ , f- — —/,(*) -  g{t)f<{*)\d9 < 
t€\OA\J ot

0
1

< II/,II max /  |1 -  sr(0 + ids = ll/.il = 4 , 1 = Õ X ^  (22)
t € | 0 . 1 | 7  o t

0

Theo [3] thl phưcmg trình vô hưónig

'i = ' Ề , d' U' (23)
t=0

trội của phương tr inh (17).
Để phưcmg trinh (23) có nghiệm thì d(j phải khÔLg lớn hon df)max, trong đó íiomax á\rợc xác 

ah từ  hệ sau:

-  1
i = 1

m (24)
domax ^  v ^ium(U ”  w*najr

i=sl

Hệ này luôn cổ nghiệm duy nhất umaz > 0, (ỉomn* > 0.
T hậ t  vậy, xểt phưcmg trình đầu của (24):

] T  m  =  1 <=* (ơ(u) S  ] T  id,«í' - 1 = 0
*=1 i*l

Do

v?(0) =  (Ỉ! - 1 <  0, ^(oo) = oo,

*>'(u) — ^  i(i ~ > 0  Vu (0,oo)
»'ss2

In tồn tại duy nhất  umrtz > 0 đe -pịumax) = 0

T ừ  phương trình thứ  hai của (24) ta có: ịomo* = u,„„x -  23 < í i # L '
(  SB I

Ta chửng minh rằng dotnax > 0

Xết ^(u) »  u -  £  d#v  có 0(0) = 0, tị>'(u) = -p (u )  > 0 Vu e  (0, umam) Nẻn dị)9nas -
• = 1

wmiwỊ ^
T ừ  rác kết quả trên và [3] ta có định lý sau:
D in h  lý : Giằ sdr các di(% — 0 /to) được xác định theo công thórc (19) hoặc (*2o) hoặc (21) và

ỉ),  khi dó nếu 0 < d0 < <íomax thì bài toán (13) có nghiệm duy nhẫt  tronh hình cầu | | i | |  < timajr
quá trình lặp sau hội tự đến nghiệm này
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z0(í) = 0
1 i

Zfc+i(0 = /  [1 + Gịt' ̂ - ff(t)]fo(s )d3 + J (i + /1(1 + — -  0(O)]**(»M-*+
0 0 (26)

1

+ E i =  2m /  [1 +  ^ ^ 7 ^ - i W ] /<(• )**(«)*
o

2.2. Ví dụ

T\m nghiệm cda bài toán:

X  =  «(1 — 8 z  +  J 2), 0 <  ổ <  0, 12

x ( 0 ) = x ( l ) ,  i ( 0 )  i ( l )

Bài toán này có nghiệm dừng £*(t) =  4 — \ / Ï 5 ‘ 
d0 = ll/oll -  di = 1 “ 8e < 1, d.2 = II/2II =

=  ^Omai =  165 > áo.
Vậy tronh hình cầu IIx|| < 4 bài toán trên có nghiệm duy nhất  và nghiện» này tìm được nhòr 

quá trình lặp (25). Két q u i  chạy máy tính là sau 13 bưórc lặp v6i ổ -  0, 1 : | |x i3 x fc|| < 10 -7
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Bui Duc Tien

LIAPUNOVS M AJORIZING M E T H O D  AND 

N ON LINEAR PERIO D IC  BOUNDARY VALUE PROBLEMS

T his  p a p e r  is conserned with an application of the I>iapunov*8 majorizing m eth o d  to  th e  iollowini 
nonlinear periodic B V P

0 < « < 1

(1), j  =  0 , n -  1

Khoa Toán Cơ Tin Học - Đ H T  H Hà Nộ  I
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